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Аннотация. В настоящей работе мы рассматриваем краевую задачу 
дифференциального оператора типа Штурма-Лиувилля при N постоянных  
запаздываний. В самом начале, мы создаем решение краевой задачи методом 
последовательных приближений. Затем определяем характеристическую функцию и 
дальше исследуем вопрос о существовании и асимптотике собственных значений. 
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Abstract. This paper deals with the boundary value problem for the operator Sturm-Liouville 
type with N constant delays. At the beginning we construct the solution of the boundary value 
problem by the method of successive approximation. Then we determine the characteristic 
function and consider asymptotic behavior of the eigenvalues.  
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1 ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что обратные спектральные задачи для классических операторов Штурма-
Лиувилля изучены полностью, в то время как обратные задачи для дифференциальных 
операторов с запаздыванием изучены недостаточно.  
Некоторые из основных методов в теории обратных задач для классических 

операторов Штурма-Лиувилля, таких как метод спектральных отображений и метод 
преобразования оператора, не подходят для дифференциальных операторов с 
запаздыванием. 
Основные результаты для классических операторов Штурма-Лиувилля представлены 

в работах Левитана, Марченко, Фрейлинга, Юрко и других авторов1-3, а некоторые из 
результатов для дифференциальных операторов с запаздыванием можно найти в 
работах Пикулы, Юрко и других авторов4-8. 
Класс операторов с двумя запаздываниями наименее изучен, но некоторые 

результаты для этого класса операторов представлены в работах 9-13. 

2  СОЗДАНИЕ РЕШЕНИЯ 

Рассмотрим краевую задачу: 
 

, 0,  
(1) 

0 , 0, 0,  (2) 

0  (3) 
 

предполагая, что   0, , 1,2, … , . В начале, методом вариации постоянных 
нетрудно доказать следующую лемму. 

Лемма 1. Краевая задача (1)-(2) эквивалентна интегральному уравнению 
 

,
1

, , . 
 

(4) 

 

Введем следующие обозначения: 
 

 , , 
 

 

, , , 2,3, … , , 1,2, …  
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, , , , , 1,2, … , , . 
(5) 

 

Обозначим через , 1 , … 1   множество всех перестановок с 
повторением  элементов , 1, … .  (Если 0  тогда в перестановке 

, 1 , … 1  нет элементов . ) Через ,
1 , … 1  обозначаем подмножество множества , 1 , … 1 ,   
содержающее  перестановки  в начале  имеющие   .  Нам также понадобится ввести 
следующие обозначения:  
 

, , , ,  (6) 

 

Мы создаем перестановку    в (6) добавлением   в начале   перестановки   . 
Считаем также, что для  1, …   
 

, , , , … , , , … , .  

 

Решение краевой задачи (1) - (2) дает следующая теорема. 

Теорема 1. Пусть  0, , 1, … ,  , и пусть числа   и ,…   определены 
как 
 

, 1,2, … , ,  

,… ∑ ,…,

, 2, … , 1,2, … , 1, 1, … , , (7) 

 

Пусть далее ,…,
,…,

, ∑ ,…, . Тогда решение 

краевой задачи (1)-(2)  на  ( ,   имеет вид 
 

,
1

,  
 

…

,

1
,

, ,…,

,..,,..,

 
(8) 

 

7



BILJANA VOJVODIC AND MILENKO PIKULA 
 
 

Доказательство. Мы определяем решение интегрального уравнения (4) методом 
последовательных приближений. Поэтому определяем следующую рекуррентную 
формулу: 
 

, ,…, ,   

1
,…, , , …, ,  (9) 

,   

, ,…, , 0 для ,  

, ,…, , , 0,1, … , 1,2, … , ,   

  ,…, , , …, , 0 для 0, 1,2, … , .  

 

Дальше  будем писать значения функций (9) только для  , 
предполагая, что их значения равны нулю  для  . 

Из (9) следует, что для каждой линейной комбинации запаздываний  
  есть одна функция , ,…, , , определяемая рекуррентной 

формулой. Более конкретно, мы получаем из (9), что решение интегрального уравнения 
(4), в любом интервале принадлежащем (0,π], определяет функции 

, ,…, , , в которыx    меньше или равно 
верхнему пределу интервала. Поэтому нам нужно определить линейные комбинации 
запаздываний, которые являются самыми близкими к  . 

Учитывая (7), получаем, что ,…   для  2, … , ,   есть 
линейная комбинация запаздывания вида , которая 
является самой близкой к , и потому, что 

,…,
,…,

, ∑ ,…,   получаем, что между  и  не 

будет других линейных комбинаций запаздываний. Поэтому решение в интервале 
,  будет равным сумме функций ,…, , , ,…, , , которые 

определены запаздываниями: , 1, … ,
0,1, … , , 0,1, … , ,..,  для 1, … 1. 
 

Отсюда получаем, что решение интегрального уравнения (4) в интервале ,  
имеет вид 
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, ,…,, , , … ,…, , ,,…, ,

,..,,..,

 
(10) 

 

Теперь определим функции  , ,…, ,  из формулы (9). 
 

1. Для 0, 1  из (9) имеем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,   

1 1
, , .  

 

Для 2 имеем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,  

1 1 1
²

, , 2 .

 

Нетрудно показать, что функции ,…, , ,   имеют вид 
 

,…, , ,
1

, , , 1,2, … . (11) 

 

2. Для 0, 1, 0  имеем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,   

1 1
, ,   

 

и для 1, 1 получаем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,   

1
,…, , ,   
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1 1
,  

 

1 1
,  

 

1 , ,
1 , ,

1
,

,

, .  

 

Таким образом, для  2  1, 2   получаем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,   

1
,…, , ,   

1 1 , ,
1 , ,  

 

1 1
,  

 

1 , , , , , , , , ,
1

,
,

.  

 

Теперь, по математической индукции нетрудно показать, что функции  ,…, , ,   
имеют вид: 
 

,…, , ,
1

,
,

, , 1,2, … . (12) 

 

Также 
 

,…, , ,
1

,…, , ,  
 

1 1
,

1
, , 2 ,  

 

и нетрудно по индукции  показать, что 
 

,…, , ,
1

,
,

, 2 , 1, … . (13) 
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3. Дальше для 1,2, …   из (9) получаем 
 

,…, , ,
1

,…, , ,  
 

1 1
,

1
, , ,  

 

и учитывая (12)-(13), по индукциии  мы показываем, что для  1,2, …  функции 

,…, , , ,    имеют вид 
 

,…, , ,
1

,
,

, 1,2, … . (14) 

 

4. Таким образом доказываем, что для 1,2, … , 1,2, … ,
1,2, … , ,       будет 
 

,…, , , ,
1

,
, ,

 

 

5. Дальше нетрудно по индукции  показать, что для , 3, … ,
1,2, …   будет 

 

,…, , , ,…, ,
1

,…, , , ,…, ,  

1 1
,

1
, . 

 

6. Наконец, мы покажем по индукции, что для всех   1,2, … ,
1,2, … , 1,2, … , , … , 1,2, … , ,…, , 1,2, … , ,…,  имеет 
место равенство 

 

, …, , ,
1

,
,…, ,

 (15) 

 

Предположим, что (15) имеет место для всех , ,
, , … , ,…, , ,…, .   Тогда  
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,…, , ,
1

,…, , ,   

1
,…, , ,   

1
,…, , ,   

1 1

,…,

,   

1 1

,…, ,

,   

 
 

1

1 1

1

,… ,

,   

1

,…,, ,

  

1

,…,, ,

  

1

,…,, ,

  

1

,…,, ,

  

 

то есть (15) точно для 1. 
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7. Включая функции  , …, ,  в (10), мы получим решение краевой 

проблемы в (σ, π] в виде (8), и теорема доказана.  
 

3  АСИМПТОТИКА СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

В этом разделе мы будем изучать асимптотическое поведение собственных значений 
оператора L, которое будет основой для дальнейшего рассмотрения обратной задачи 
этого класса операторов. Как известно, собственные значение  оператора L есть 
квадраты нуль характеристической функции. Включая х = π в (8) и используя условие 
(3), получим характеристическую функцию оператора L в виде 
 

1
,  

 

…

,

1
,

, ,…,

,..,,..,

 

 
 

(16) 

 

Дальше мы будем писать вместо , . Асимптотическое поведение 
характеристической функции задано следующой леммой. 
 
Лемма 2. Для | | ∞ имеет место асимптотическая формула: 
 

1 1

,

| |
, 

(17) 

 

где . 

Доказательство. Из (16) получаем 
 

1 1

,

 
 

1

, , ,
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…

,

1

, ,…,

,..,,..,

 
(18) 

 

Используя (10) и (15), из (18) получаем   в виде 
 

,… , , ,…, , ,… , , ,…, ,   

,…, ,…, ,…, , ,… , , ,…, ,   

,…, ,…, ,…, , ,…, ,…, ,…,, ,…, ,
, ,

   

…

,

,…, , , ,…,

,..,,..,

,  (19) 

 

По математической индукции может быть показано, что для функций ,…, ,   
для  | | ∞  имеет место следующая асимптотика: 
 

,…, ,
| |

,  (20) 

 
Так как 3  при 3,  используя (20)  
получаем, что для  | | ∞ 
 

,… , , ,…, , ,…, ,…, ,…, ,   

,…, ,…, ,…,, ,…, ,
, ,

   

…

,

,…, , , ,…,

,..,,..,

,
| |

, (21) 

 

что то же самое 
 

1

, , ,
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…

,

1

,…,

,..,,..,

| |
. 

 

 

Включая (21) в (18), мы получим (17) и лемма доказана.  

Теперь мы определяем так называемую функцию перехода  
 

2 , 2 , 2 2 , 2 , 1,2, … 1

2 , 2 , 2

0, 0,
2 2 ,

 (22) 

 

и вводим обозначения 
 

;   , , 1,2, … ,    

2 ; 2 .  

 

Представляем характеристическую функцию (17),  используя эти обозначения.    
 
Лемма 3. Для | | ∞ имеет место асимптотическая формула: 
 

1 1
2 2

1
4   

1
4

| |
 (23) 

 

причем  , , … , 2 , 0, . 

Доказательство. Имеем 
 

  

1
2 2

1
2 ₁

  

 

т.е. 
 

1
2 2  (24) 
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Используя метод сдвигов переменных  и/или изменение порядка интегрирования в 
интегралах  , , , 1, . . , нетрудно показать, что имеют место равенства 
 

4 2
1
4

, 2 ,  

,   

, ,   

, 0, 0, ,   
 

и 
 

,

4
1
4

, , 2 ,  

, , 2   

2 2   

2 2 , 2 , 2   

, , 0, 0, 2 2 , .  
 

Отсюда получаем 
 

,

1
4

1
4 , (25) 

 

где 
 

, , … , 2 ,  

, , , , , , 0,   

 

Включая  (24)  и (25) в (17), мы получим (23) и лемма доказана.  

Теперь мы докажем лемму о нулях характеристической функции.  

Лемма 4. Характеристическая функция (16) имеет счетное множество нулей, причем 

для достаточно больших n  в круге | |   есть точно один нуль. 

Доказательство. На основании утверждения леммы 2, используя (17) нам можно 
представить характеристическую функцию в виде , причем 
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,  

1 1

,

| |
  

 

Используя (20), получаем что для | | ∞ будет 
 

| |
,  

 

откуда получаем, что 
 

lim
∞ | | 0.  

 

Потому, что 
 

lim
∞ | | ∞  

 

получаем | | | | | |  для достаточно больших | |, | | .  На 
основании утверждения теоремы Руше, получаем, что число нулей характеристической 

функции  совпадает с числом нулей функции  внутри круга | |

, для . Поэтому мы заключаем, что число нулей характеристической функций в 
   равно 2 1,  т.е. характеристическая функция имеет счетное множество нулей в 
С. Аналогично, используя теорему Руше, получим, что для достаточно больших , 

1  существует ровно один нуль характеристической функции в круге 
| | .   

Теперь нам можно доказать лемму о нулях характеристической функции. 

Лемма 5. Пусть  последовательность нулей характеристической функций (16), где 
 нуль, который является самым близким к n в стандартной метрике в множестве . 

Тогда имеет место следующая асимптотическая формула: 
 

1
∞ , (26) 

 

где последовательности  и  при ∞  определенны на 
 

2 2 , (27) 

2 2 4 4 1  (28) 

 

и 
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2 ; 2 ; 2   

, , … , 2 .  

 

Доказательство. Так как  , на основании утверждения леммы 4, имеем 
 

 (29) 
 

и 
 

| |
1

1 . 
 

(30) 

 

Далее, так как  lim ∞ ∞  и 0,  из (24) получаем 
 

lim
∞

1
2 2 4   

1
4

| |
0, . (31) 

 

Потому, что | | | |   имеем 
 

lim
∞

| |
lim

∞

| |
1 0.   

 

Далее, из (29) получаем 
 

1 ,  
1 1 ,  

2 1 2 1 2 2 ,  
1 1 , (32) 

1 1 2 1   

1 .   
 

Включая (32) в (31) получаем 
 

lim
∞ 2 2   

2   

4 4 0. (33) 

 

Потому, что | |   из (33) получаем 
 

lim
∞

² 0, (34) 
 

где введены обозначения 
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2 2 , 2 2 ,  

4 4 . (35) 

 

Очевидно, что 1  и 1 ,  отсюда и из (34) получаем 
 

² 1 , ∞  
 

т.е. 
 

1 , ∞.  
 

Отсюда получаем 
 

1
, ∞  

 

т.е. 
 

²
1

. (36) 
 

Из (36) получаем асимптотику нулей в виде (27), и тоже  из  (35)  получаем 
 

2 2 . (37) 

 

Нам еще нужно показать, что    имеет вид (28). Включая (36) в (34), получаем 
 

∞ ²
1 1

0.  
 

Отсюда 
 

1 , ∞  
 

т.е. 
 

1 , ∞ (38) 
 

Включая (35) и (37) в (38), получаем, что для  ∞ 
 

 2 2 4 4 1 , (39) 

 

 лемма доказана.  
 

Теперь нам нетрудно доказать теорему об асимптотическом поведении собственных 
значений оператора. 
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Теорема 2. Пусть       0, , 1,2 … , ,  тогда собственные значения   
оператора  L  имеют представление  в виде  
 

2   

2 2
1

, ∞. (40) 

 

Доказательство. Так как 
 

2
2 1

,  
 

получаем (40). 
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