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Аннотация. В статье мы представляем асимптотику характеристической функции 
оперaтора ( )2D  по нулям, которые описаны в работах [ ]1  и [ ]13 , т.е. в виде бесконечного 
произведения, в зависимости от уровия гладкости потенциала q  и функции задержки 
α . В статье также рассчитан первый регуляризованный след оператора ( )2D . 
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Summary. In this paper, we present the asymptotic behavior of the characteristic functions 
operatora  ( )2D  over the zeros, which are described in the works [ ]1  and [ ]13 , that is in the 
form of an infinite product, depending on the smoothness potontsiala q and delay functions α. 
We also consider the first regularized trace of the operator  ( )2D . 
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1 АНАЛИЗ БЕСКОНЕЧНОГО ПРОИЗВЕДЕНИЯ 
В работе [13] мы получили асимптотику ноль характеристической функции F  в 

зависимости от уровия гладкости потенциала q  и функции задержки α . Следствием 
теоремы, доказанной в работе [13] является то, что собственные значения оператора 

( )2D  имеют асимптотику 
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Мы подчеркнули, что характеристическая функция F  оператора ( )2D  является 
целой функцией, экспоненциального типа и полвины степени роста по переменной λ . 
Кроме того, это счетная функция. Что означает, если nz , Nn∈  является нулем 
функции F , то и nz−  также является нулем этой функции. Опираясь на классическую 
теорию представления таких функций к виду бесконечного произведения, что 
аналогично факторизации полинома, мы можем написать 
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В (2) коефициент A  является неопределенным, но его значение впоследствие 
устанавливается. А именно, (1) из работы [13] и (2) являются двумя различными 
представления одной и той же функции. Асимптотическое разложение этих различных 
представлений, при ∞→z , вдоль произвольной прямой, проходящей через начало 
координат, может устанавливать различные отношения между параметрами оператора 

( )2D , такими как h , H  и значениями функций q  и α  в концов отрезка [ ]π,0  и 
параметрами асимптотического разложения собственныйх значений этого оператора. 
Мы обычно используем это разложение вдоль действительной или мнимой оси в 
комплексной z - плоскости. 
 
Лемма 1. 
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Доказательство. Рассмотрим асимптотику функции F  при ∞→z , Rz∈ . На основе 
формулы (1) имеем 
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      ( )10
2 onn ++= ζλ , 

где  главный член асимптотического выражения ( )1o  на самом деле  
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Так как (см. [14], с. 272)  
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Здесь 

    ( ) ( )zOzbzzF ππ sinsin +−= ,   ( )∞→z     (4) 

С другой стороны, из (1), работа [13] непосредственно следует  

    ( ) ( )zOzzzF ππ sinsin +−=    ( )∞→z     (5) 

Из (4) и (5) следует (2). 
 

2 ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ F , КОГДА  ПОТЕНЦИАЛ q  ЯВЛЯЕТСЯ 
АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИЕЙ 

Точное асимптотическое разложение функции F  из произведения, возможно 
только, если предположить, что q  абсолютно непрерывная функция. Затем, в 
соотвествии с формулой (1) имеем 
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Теорема 1. Пусть q  абсолютно непрерывная функция. Тогда характеристическая 
функция F  на основе собственных значения (6) имеет следующее асимптотическое 
представление 
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где  1s  первый регуляризованный след оператора ( )2D . 
 
Доказательство. 
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Используя известные суммы 
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     ( ) ( )
( )

( ) ( )∑
∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
−

1
222

1

sin
sin

2
sin1

n

n

z
z

zznn
n πα

π
παππα .  (10) 

Далее 

      ( )
( ) ( )

∑∑
∞

=

+

∞

=

+
−

−
−−−

=
−
−

=
1

22

1
1

0
2

1
22

2

0

sin1

n

n

n

n

n

zn
n

nn

zn
nz

παζζλλσ  

      ( ) ( )
( ) =

−
−

+
−

+ ∑∑
∞

=

+∞

= 1
22

1
1

1
22

0 sin1
n

n

n znn
n

zn
παζζ  

      ( ) ( )
( ) −

−
−

+
−

= ∑∑
∞

=

+∞

= 1
22

1

1
1

220
sin11

n

n

n znn
n

zn
παζζ  

      ( ) ( )∑
∞

=

+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−−−

1

1

10
2

2
sin11

n

n

n n
nn

z
παζζλ  

     ( ) ( )
=

−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−−+ ∑

∞

=

+

22

2

1

1

10
2

2
sin11

zn
n

n
nn

z n

n

n
παζζλ  

   ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2122

1
20

11
sin

sin
2

ctg
22

1
z

os
zz

z
z

z
zz

πα
π
παπζππζ ,  (11) 

где 

     ( ) ( )∑
∞

=

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−−−=

1

1

10
2

1
sin1

n

n

n n
nns παζζλ . 

Для ( )z1σ  получаем 

29



NIKOLA  MIHALJEVICH 

     ( )
( ) ( )

( ) −
−

−

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
+

= ∑∑
∞

=

∞

=

+

1
222

2
1

1
22

1
1

0

1

sin1

nn

n

znzn
n

n

z ζ
παζζ

σ   

     ( ) ( )
( )

( )
( )∑ ∑

∞

=

∞

=

+

=
−

−
−

−

−
−

1 1
2221222

1
10

2
2cos1sin12

n n

n

znn
n

znn
n παζπαζζ  

      +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= z

z
z

zz
ππππζ 2

232
2
0 ctg

4
ctg

24
1  

    ( ) ( ) −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ πα

π
παπππζζ
z

z
z

z
zz sin

sin
2

ctg
22

12 2210  

     −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−− 322

2

4
2
0 4

ctg
sin42

1
z

zπ
zzz

π
π

πζ  

   ( ) ( )
( )

( )
( )∑

∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

−
−

−

−
−

1
32222

2
1222

1

10
sin

2
2cos1

2
1sin12

n

n

z
zO

znn
n

znn
n ππαζπαζζ . 

 

Легко  проверить, что ( ) ⎟
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Из равенства (8), (11) и (12) следует утверждение теоремы. 
 
Легко установить и следующее. 
 
Теорема 2. На отрицательной часты мнимой оси характеристичeская функция F  имеет 
следующую асимптотику 
 
а) от произведения 

     ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+++=−

μμ
ξζπμμ μπ 1

242 0 oeiF ,  (13) 

30



NIKOLA  MIHALJEVICH 

где  
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Теорема 3. Первый спектральный след 1s  оператора ( )2D  имеет вид 
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Доказательство. Доказательство непосредственно следует выравниванием 
соответствующих значений из (13) и (14). 

 

3 ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ФУНКЦИИ F , КОГДА  ПЕРВАЯ ПРОИЗВОДНАЯ  
ПОТЕНЦИАЛА q′  АБСОЛЮТНО НЕПРЕРЫВНАЯ ФУНКЦИЯ 

Точнее асимптотическое разложение функций F  от произведения возможно только 
если предположить, что q′  абсолютно непрерывная функция. Тогда в соответствим с 
формулой (1) имеем 
 

  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

−+
+

−
++=

++

22

11
2

0
2

1
1

0
2 1cos1sin1

n
o

n
n

n
nn

nn

nij
παζζπαζζλ    (15) 

 
Теорема 4. Пусть q′  абсолютно непрерывная функция. Тогда характеристическая 
функция F  на основе собственных значений (15) имеет следующее асимптотическое 
представление 
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где 1s  первый регуляризованный след оператора ( )2D . 
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Дифференцируяем по z  левую и правую часть равенства 
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Интегрируем последнее выражение (по x ) в пределах от 0 до x , получаем 
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Дифференцируя по z последнее равенство, мы получаем 
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Далее 
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Дважды дифференцируя по z  следующее равенство 
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далее для ( )z2σ  имеем 
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Из равенств (17), (18), (19) и (20) следует утврерждение теоремы. 
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