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Аннотация. В данной статье рассмаривается вопрос о разрешимости уравнения типа 
( ) 0xBBTAx * =+  и ( ) 0zATz =+  где ( )*X,XLB,A ∈  и нелинейный оператор T 

представим в сумме потенциального и максимального монотонных операторов, 
действущих из X* в X (X - рефлексивное банахово пространство). 
 

 
Пусть X вещественное рефлексивное банахово пространство; X* пространство, 

сопряженное простанству X; ( )xf  - вещественный функционал на *X , 
дифференцируемый по Гато, ( ) ( )xFxfgrad =  и B,A  линейный ограниченìий 
оператори из X  в *X . 

Пусть ( )y,xω  вещественный функционал на 2X  удовлетворяющий условиям: 

а) ( ) 0
y

y,x
=

∂
∂ω  при yx = , 

б) непрерывный на любом конечномерном подпространстве из 2X , 
в) для фиксированного Xy∈  слабо полунепрерывен сверху по x . 

 
 Лемма 1. Пусть XXD:G *

G →⊂ деминепрерывный оператор. Обозначим 
{ }G

*
GB

DxB:XxD * ∈∈= . Положим ( ) USUS RR ∩= , где { }Rx:XxSR ≤∈=  и 

*GB
DU ⊂  конечномерное пространство. Пусть далее, для фиксированного Xx∈  

функционал ( ) ( )yBfyx *, +ω  строго выпуклый. Тогда 

( ) ( ) :USyUSx RRu ∈∀∈∃  

( ) ( ) ( )≤+++ u
*

uuu
*

u
*

uu xBfx,xxB,xBGx,Ax ω  

( ) ( ) ( ).yBfy,xyB,xBGy,Ax *
u

*
u

*
u +++≤ ω  

Доказательство. Положим  

( ) ( ) ( ) ( )yBfy,xyB,xBGy,Axy,x *** +++= ωψ .  
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Пусть Uψ  сужение ψ  на ( )USR . Для каждого фиксированного ( )USx R∈  существует 
( ) ( )USx R∈ϕ  такое, что 

( )( )
( )

( )y,xinfx,x U
USy

U
R

ψϕψ
∈

= . 

 Так, как по предположению функционал ( ) ( )yBfy,x *+ω  строго выпуклый, то 
( )xϕ  является однозначным отображением шара ( )USR  в себя. Покажем что ϕ  

непрерывное отображение на ( )USR . Пусть 0x  произвольная фиксированная точка из 
( )USR  и ( )USx Rn ⊂ , произвольная последовательность, сходящаяся к 0x . Положим 

( )nn xy ϕ= . Пусть 
kny  подпоследовательность последовательности ny , предел 

каторой равен некоторому элементу 0y . Так как оператор G  деминепрерывен, то 
будем иметь 

( ) ( ) ( ) =≤=
∞→∞→

y,xlimy,xlimy,x
kkk nUknnUk00U ψψψ  

( ) ( )( ) ( ) =+++=
∞→

yBfy,xyB,xBGy,Axlim *
n

*
n

*
nk kkk

ω  

( ) ( ) ( ) ( )y,xyBfy,xyB,xBGy,Ax 0U
*

0
*

0
*

0 ψω =+++= . 

Следовательно, 

( )
( )

( )y,xinfy,x 0U
USy

00U
R

ψψ
∈

= . 

В силу строгой выпуклости функционала ( )y,x0Uψ , ( )00 xy ϕ= . Таким образом, для 

каждой содящейся подпоследовательности 
kny  имеем 

( )0nk
xylim

k
ϕ=

+∞→
. 

Так как последовательность ny  ограничена, то отсюда получаем, что 
( ) ( )0nn

xxlim ϕϕ =
∞→

, т.е. ( )0xC∈ϕ . Последнее означает, что отображение 

( ) ( )USUS: RR →ϕ  непрерывно, в силу произвольности элемента ( )USx R0 ∈ . В силу 
теоремы Брауэра о неподвижной точке имеем 

( ) ( )uuRU xx:USx ϕ=∈∃  

т.е. 

( ) ( )
( )

( )y,xinfx,x:USx uU
USy

uuURu
R

ψψ
∈

=∈∃ , 

что и требовалось доказать.  
 

Следствие 1. Пусть выполнены условия леммы 1 и 
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( ) 0x,xBBTAx:Rx,Ux * >+=∈∀     (1) 

где ( ) ( ) ( )xGxFxT += . Тогда Rxu < . 
 
Доказательство. Допустим противное, т.е. Rxu = . Тогда вещественая функция 
( ) ( )( )uuuU xtx,xt −+=ψϕ  для достаточно малых 0t >  удовлетворяет неравенству 
( ) ( )0t ϕϕ ≥ , т.е. ( ) 00' ≥+ϕ . Но 

( ) ( )( ) ( )
=

−−+
=+

+→ t
x,xxtx,xlim0' uuUuuuU

0t

ψψϕ  

( ) ( ) =−+=−= uu
*

uuuuUy x,xBBTAxx,x,xgrad ψ  

( ) uu
*

u x,xBBTAx +−= , 

что невозможно. 
 

Замечание 1. Условие (1) будет выполнено если, например: 

а)  0A > ,  ( ) 0xB,xBT ** ≥ ,  Ux∈ ,  Rx = , или 

б)  0A ≥ ,  ( ) 0xB,xBT ** > ,  Ux∈ ,  Rx = . 

 Пусть UP  проекция X  на U . Тогда, в силу леммы 1 и следствия 1 имеем 

( ) ( ) 0xBBFPxBBGPAxP u
**

Uu
**

Uu
*

U =++ . 

 Пусть XXD:G *
G →⊂  деминепрерывный оператор, *GB

D  - линейное 
многообразие полностью плотно в X  и F  ограниченный оператор в шаре 

{ }R
*

R
* Sx:xBSB ∈= . Через Γ  обозначим семейство конечномерных подпространств 

*GB
DU ⊂  частично упорядоченных по включению. Положим, ( ) ( ) ( )xFxGxT += . 

 
Лемма 2. Пусть выполнены  условия 

 
1 o  для фиксированного Xx∈  функционала ( ) ( )yBfy,x *+ω  строго выпуклого по y , 
2 o  *GB

Dx∈∀ , :Rx =  ( ) 0x,xBBTAx * >+ . 
 
         Тогда существуют 0x  и 0ω

*X∈  такие, что для всякого подпространства Γ∈E  

)Ex( 0 ∈  существует подпоследовательность s
ux , 0

ws
u xx ⎯→⎯ , +∞→s , :Ns∈∀  

sUE ⊂  и 

( ) ( ) ( )( )≤+++
+∞→

s
u

*s
u

s
u

s
u

*s
u

*s
u

s
us

xBfx,xxB,xBGx,Axlim ω  
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( ) ( )yfy,xy,Ax 000 +++≤ ωω ,    ( )ESy R∈ . 

Доказательство. Для всякого GU ∈ , в силу леммы 1, определим ( )USx Ru ∈ . Так как 

последовательность ux  ограничена, можно выделить подпоследовательность α
ux , 

которая слабо сходится к некоторому элементу R0 Sx ∈ , причем имеет место равенство 

( ) ( ) 0xBBFPxBBGPAxP u
**

Uu
**

Uu
*

U =++ ααα
ααα

. 

Отсюда из ограничености оператора ( )xF  в шаре R
*SB  следует ограниченость 

последовательности ( )α
α u

**
U xBBGP . Следовательно, найдется подпоследовательность 

последовательности ( )α
α u

**
U xBBGP , обозначим ее снова ( )α

α u
**

U xBBGP , которая слабо 

сходится к некоторому *
0 X∈ω . 

 Пусть Γ∈E , Ex0 ∈ . Рассмотрим все возможные конечномерные 
подпространства Γα ∈U , αUE ⊆ . В силу теоремы Эберлейна-Шмульяна о слабой 

компактности, существует счетная подпоследователщность s
ux  такая, что 0

ws
u xx ⎯→⎯ , 

+∞→s . 
 Далее, для ( )ESy R∈  имеем 

( ) ( ) ( )( )=+++
+∞→

s
u

s
u

s
u

s
u

s
u

s
us

xBfxxxxBBGAx ** ,,lim ω  

( ) ( ) ( )( )≤+++=
+∞→

s
u

s
u

s
u

s
u

s
uU

s
u

s
us

xBfxxxxBBGPxAx
S

*** ,,,lim ω  

( ) ( ) ( )( )≤+++≤
+∞→

yBfyxyxBBGPyAx s
u

s
uU

s
us S

*** ,,,lim ω  

( ) ( )( ) ( )≤+++≤
+∞→+∞→

yxyBfyxBBGPyAx s
us

s
uU

s
us S

,lim,,lim *** ω  

( ) ( )yxyBfyAx ,, 0
*

00 ωω +++≤ , 

Что и требовалось доказать. 
 
 Теорема 1. Пусть выполнены  условия леммы 2 и 
 
1 o  отображение XXD:G *

G →⊂  максимально монотоно, 
2 o  функционал ( ) ( )xBfx,xx,Ax *++ω  слабо полунепрерывен снизу 

3 o  существует ограниченый оператор XX:B *1 →− . 
 
Тогда :Sx R0 ∈∃  ( ) 0xBBTAx 0

*
0 =+ . 

 
Доказательство. В начале покажем что RGB SDx * ∩∈∀  выполняется неравенство 

( ) 0xx,xBBG 00
* ≥−−ω  
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( 0x  и 0ω  из леммы 2). Пусть RGB SDx * ∩∈  и Γ∈E  - подпространство которое 

содержит x  и 0x . Пусть далее, s
ux  последовательность определенная леммой 2. Тогда 

( ) ( ) ( ) ≤+++
+∞→

s
u

*s
u

*

s0
*

0000 xB,xBGlimxBfx,xx,Ax ω  

( ) ( )( ) ( ) ≤+++≤
+∞→+∞→

s
u

*s
u

*

s

s
u

*s
u

s
u

s
u

s
u

s
xB,xBGlimxBfx,xx,Axlim ω  

( ) ( ) ( )( )≤+++≤
+∞→

s
u

*s
u

s
u

s
u

s
u

*s
us

xBfx,xx,xBBGAxlim ω  

( ) ( )yBfy,xy,Ax *
000 +++≤ ωω ,    ( )ESy R∈ . 

Так как ( )ESx R0 ∈ , то полагая 0xy =  получаем 

( ) 00
s
u

*s
u

*

s
x,xB,xBGlim ω≤

+∞→
. 

Далее 

( ) ( ) ≥+−−=−− 0000
*

00
* x,x,xx,xBBGxx,xBBG ωωω  

( ) ( ) =+−−≥
+∞→

s
u

*s
u

*

s00
* xB,xBGlimx,xx,xBBG ω  

( ) ( )( ) ( ) =+−−=
+∞→+∞→

s
u

*s
u

*

s

s
u

**
U

s
u

*

s
xB,xBGlimx,xBBGPxx,xBBGlim

S
 

( ) ( )( ) ( ) ≥+−−=
+∞→+∞→

s
u

*s
u

*

s

s
u

*s
u

*

s
xB,xBGlimx,xBBGxx,xBBGlim  

( ) ( ) ( )( ) =+−−=
+∞→

s
u

*s
u

*s
u

*s
u

*

s
xB,xBGx,xBBGxx,xBBGlim  

( ) ( ) 0xx,xBBGxBBGlim s
u

s
u

**

s
≥−−=

+∞→
. 

Отсюда следует что 

( ) 0xBxB,BxBG 0
**

0
1* ≥−− − ω . 

 В силу условия 1 o  теоремы следует, что G0
* DxB ∈ , ( )0

*
0

1 xBGB =− ω  и 

( ) ( ) 0
*

0
*s

u
*s

u
*

s
xB,xBGxB,xBGlim ≤

+∞→
   (2) 

Из 

( ) ( ) 0xBxB,xBGxBG 0
*s

u
*

0
*s

u
* ≥−−  

получаем 

( ) ( ) ( ) 0
*s

u
*

0
*s

u
*

0
*s

u
*s

u
* xB,xBGxBxB,xBGxB,xBG +−≥ , 

т.е. 
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( ) ( ) ( )( )0
*s

u
*

0
*s

u
*

0
*

s

s
u

*s
u

*

s
xB,xBGxBxB,xBGlimxB,xBGlim +−≥

+∞→+∞→
, 

( ) ( ) 0
*

0
*s

u
*s

u
*

s
xB,xBGxB,xBGlim ≥

+∞→
.   (3) 

Из (2) и (3) следует что 

( ) ( ) 00
*s

u
s
u

*

s
x,xBBGx,xBBGlim =

+∞→
. 

Пусть теперь RSy∈  и Γ∈E  выбрано так, что Ey,x0 ∈ . Тогда 

( ) ( ) ( )≤+++ 0
*

0000
*

0 xBfx,xx,xBBGAx ω  

( ) ( )( ) ( ) ≤+++≤
+∞→+∞→

s
u

s
u

*

s

s
u

*s
u

s
u

s
u

s
u

s
x,xBBGlimxBfx,xx,Axlim ω  

( ) ( ) ( )( )≤+++≤
+∞→

s
u

*s
u

s
u

s
u

s
u

*s
u

s
xBfx,xx,xBBGAxlim ω  

( ) ( ) ( )( )≤+++≤
+∞→

s
u

*s
u

s
u

s
u

s
u

*s
us

xBfx,xx,xBBGAxlim ω  

( ) ( ) =+++≤ yBfy,xy,Ax *
000 ωω  

( ) ( ) ( ).yBfy,xy,xBBGAx *
00

*
0 +++= ω . 

 Отсюда следует что 0x  точка абсолютного минимума Гато дифференцируемого 
функционала ( )y,x0ψ  в шаре RS . Имеем 

( ) 0y,xgrad 0y =ψ      при   0xy =  

т.е. 

( ) 0xBBTAx 0
*

0 =+ .  

 Пусть X  вещественное рефлексивное банахово пространство и *X  сопряженое 
пространство пространству X ; A - линейный ограниченый оператор из X  в *X  и 

XX:A *1 →−  ограниченый обратный оператор оператору A . Пусть J  дуальное 
деминепрерывное отображение, причем J  имеет вид ( ) xgradxxJ = , 0x ≠  и 

( ) 00J = . ПустÝ далее XXD:G *
G →⊂  нелинейнìй оператор, и 

{ }G
*

GA
DxA:XxD * ∈∈=  линейное многообразие, плотное в X , и ( )xf  вещественный, 

ограниченый, слабо полунепрерывный снизу функционал на *X , дифференцируемый 
по Гато, ( ) ( )xFxfgrad =  - ограниченый оператор в шаре { }Rx,Xx:xASA *

R
* ≤∈= . 

В доказательстве следующих теорем достаточно проверить виполнение условия 
теоремы 1. 
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Теорема 2. Пусть выполнены условия: 
 
1 o  сопряженое пространство *X  строго выпуклое, 
2 o  дуальное отображение *XX:J →  непрерывно и секвенциально слабо непрерывно, 
3 o  отображение JA* α− , ( 0>α ) монотоно, 
4 o  ( )xAfx *2 +α  строго выпуклый функционал на X , 
5 o  G  радиально непрерывный и максимально монотоный оператор, 
6 o  *GA

Dx∈∀ , Rx = : ( ) 0x,xAAT * > , где GFT += . 
 
Тогда :SAz R

*
0 ∈∃  ( ) 0zATz 00 =+ . 

 
Доказательство. Достаточно рассмотреть функционал 

( ) ( ) ( ) ( )y,xyAfy,xAAGy,xAy,x *** ωψ +++=  

где 

( ) ( ) y,xJ2yy,x 2 ααω −= ,    RSy,x ∈ . 

Функционал ω  удовлетворяет условию ( ) 0yy,x =∂∂ω  при xy =  т.е.  выполнено 
условие а). Условие б) следует из деминепрерывности дуального отображения, а 
условие в) из условия 2 o  теоремы. В теореме 1.1 из [5] показано, что отображение 
( ) ( )xJ2xAAxxC * α−+=  монотоно. Так как потенциал оператора :C  2* xx,xA α−  

слабо полунепрерывен снизу, то и функционал ( ) ( )xAfx,xx,xA ** ++ω  слабо 

полунепрерывен снизу, т.е. выполнено условие 2 o  теоремы 1. Получаем :Sx R0 ∈∃  
( ) 0xAATxA 0

*
0

* =+ . Поставляя R
*

00
* SAzxA ∈=  в последнее равенство, следует 

утверждение теоремы. 
 
Теорема 3. Пусть выполнены условия: 
 
1 o   пространство X  строго выпуклое, 
2 o  дуальное отображение XX:J * →  непрерывно и секвенциально слабо непрерывно, 
3 o  отображение ** AJAA α− , ( 0>α ) монотоно, 
4 o  ( )xfx 2 +α  строго выпуклый функционал на *X , 
5 o  G  радиально непрерывный и максимально монотоный оператор, 
6 o  *GA

Dx∈∀ , Rx = : ( ) 0x,xAAT * > , где GFT += . 
 
Тогда :SAz R

*
0 ∈∃  ( ) 0zATz 00 =+ . 
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Доказательство. Здесь 

( ) ( ) ( ) ( )y,xyAfy,xAAGy,xAy,x *** ωψ +++= , 

где 

( ) ( ) yA,xAJ2yAy,x **2* ααω −= ,    RSy,x ∈ . 

Функционал ω  удовлеторяет всем условиям а) – в). В ходе доказательства, получаем, 
что оператр ** AJA2AAC α−+=  монотонен. Следовательно, потенциал оператора :C  

( ) 2*** xAx,xAx,xx,xA αω −=+  слабо полунепрерывен снизу. Далее следует 
утверждение теоремы. 
 
Замечание 2. Отображение ( ) ( )xAATxAx ** +=Φ  из теоремы 3 необязательно 
монотонно, ибо имеет место оценка: 

( ) ( ) =−−∈∀ yx,yx:Dy,x *GA
ΦΦ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ≥−−+−−+−−= yAxA,yAGxAGyx,yAAFxAAFyx,yxA ******  

( ) ( ) ( ) >−−+−−≥ yx,yAAFxAAFyx,yxA **  

( ) ( ) ( ) ( ) =−−−−−> yAxA,yAJxAJ2yAxA,yAJxAJ ******** αα  

( ) ( ) yAxA,yAJxAJ **** −−−= α . 

 Пусть HX =  - вещественое гильбертово пространство, HHD:G G →⊂  
радиально непрерывный максимально монотонный оператор, *GA

D  - линейное 
многообразие всюду плотно в H ; ( )H,HLA∈ ; ( )xf  - вещественный, ограниченный, 
слабо полунепрерывный снизу функционал на H , дифференцируемый по Гато, 

( ) ( )xFxfgrad =  - ограниченное отображение (в смысле: ограниченное множество 
переводит в ограниченное множество). Положим ( ) ( ) ( )xGxFxT += . 
 
Теорема 4. Пусть выполненыусловия: 
 
1 o  ( ) 2* xx,xA α≥ , 0>α , 

2 o  ( )xAfx *2 +α  строго выпуклый функционал на H , 

3 o  *GA
Dx∈∀ , Rx = : ( )( ) 0x,xAAT * > . 

 
Тогда :SAz R

*
0 ∈∃  ( ) 0zATz 00 =+ . 
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Теорема 5. Пусть выполнены условия: 
 
1 o  ( ) 2** xAx,xA α≥ , 0>α , 

2 o  ( )xfx 2 +α  строго выпуклый функционал на H , 

3 o  *GA
Dx∈∀ , Rx = : ( )( ) 0x,xAAT * > . 

 
Тогда :SAz R

*
0 ∈∃  ( ) 0zATz 00 =+ . 
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