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Аннотация. В работе рассматривается задача Дирихле в единичном круге для 
уравнения четвертого порядка с частными производными с постоянными 
коэффициентами. Предполагается, что характеристическое уравнение имеет два 
различных двукратных корня. Указан класс, в котором эта задача нормально разрешима 
и определены дефектные числа. Условия разрешимости рассматриваемой задачи и 
решения однородной и неоднородной задач определяются в явном виде.  

ON A DIRICHLET PROBLEM FOR FOURTH ORDER PARTIAL 
DIFFERENTIAL EQUATION IN THE CASE OF DOUBLE ROOTS OF 

CHARACTERISTIC EQUATION 
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Summary. In the paper the Dirichlet problem in a unit disc for a fourth order partial 
differential equation with constant coefficients is considered. It is supposed that the 
characteristic equation has two different double roots. A class where the problem is normally 
solvable is determined and defect numbers are found. The solvability conditions and solutions 
of homogeneous and inhomogeneous problems are determined in explicit form. 
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1  ВВЕДЕНИЕ. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ 
Пусть 1}<:),{(= 22 yxyxD +  - единичный круг комплексной плоскости. В области D  

рассмотрим дифференциальное уравнение четвертого порядка  
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где kA  - комплексные постоянные ( 00 ≠A ). Предполагаем, что если jλ  ( 1,2,3,4=j ) - 
корни характеристического уравнения  

0,=44
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то  

1,2,3,4.=,,== 4321 jij ±≠≠ λλλλλ  (3)

Решение уравнения (1) ищется в классе )()( )(1,4 DCDC αI , и на границе Γ  
удовлетворяет условиям Дирихле  
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Здесь f  и g  - заданные функции, 
rn ∂
∂

−
∂
∂ =r  - дифференцирование по направлению 

внутренней нормали к границе Γ  (здесь и далее θireiyxz == + ). Отметим, что при 
различном расположении корней jλ  свойства уравнения (1) существенно изменяются, 
поэтому класс функций, которому принадлежат функции f  и g  уточним в 
дальнейшем. Будем различать следующие три случая: 1) 31 >0> λλ ℑℑ , то есть 
уравнение (1) - правильно эллиптическое, 2) 0>31 λλ ℑ≥ℑ , когда уравнение (1) - 
неправильно эллиптическое, и, наконец, 3) когда один из корней является 
действительным числом, то есть если уравнение (1) не является эллиптическим.  

В первом случае будем предполагать, что )()(1, Γ∈ αCf , )()( Γ∈ αCg . Известно, что в 
такой постановке задача Дирихле (1), (4) является фредгольмовой1,2. В этом случае, при 

i== 21 λλ  в3 было показано, что задача Дирихле (1), (4) однозначно разрешима. Для 
неправильно эллиптических уравнений (второй случай) классические краевые задачи, 
и, в частности, задача Дирихле, не являются корректными4. В5 были исследованы 
краевые задачи для неправильно эллиптических уравнений второго порядка и описаны 
более узкие классы функций, в которых данные задачи являются нетеровыми. Вопросу 
однозначной разрешимости однородной задачи Дирихле (при 0≡≡ gf ) для уравнения 
четвертого порядка общего вида посвящена работа6. Однозначная разрешимость задачи 
Дирихле для эллиптических систем второго порядка была изучена в7. В8 получены 
условия разрешимости граничных задач для неоднородного полианалитического 
уравнения. Задача Дирихле для правильно эллиптического уравнения высокого порядка 
была изучена в9. В работе10, используя представление решения уравнения (1), 
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полученное в9, исследуются однородная и неоднородная задачи (1), (4) в 
эллиптическом случае при некотором расположении корней.  

В настоящей работе изучается случай, когда корни уравнения (2) удовлетворяют 
условиям (3). В случае неправильно эллиптического уравнения указан класс граничных 
функций, для которого задача Дирихле (1), (4) нетерова и определены дефектные числа 
(количество линейно независимых решений однородной задачи и количество линейно 
независимых условий на граничные функции, необходимых и достаточных для 
разрешимости неоднородной задачи). Решения однородной задачи и условия 
разрешимости неоднородной задачи определяются в явном виде. Аналогичные 
результаты получены для правильно эллиптического уравнения (1). В последнем 
пункте рассмотрена однородная задача (1), (4) для не эллиптического уравнения (1) 
(случай 3).  

Для точной формулировки полученных результатов введем необходимые 
обозначения. Используя операторы комплексного дифференцирования  
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представим уравнение (1) в комплексной форме.  
Случай правильно эллиптического уравнения. Уравнение (1) представим в виде:  
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где 
1
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λμ

+
−

i
i , 

3

3=
λ
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ν
−
+

i
i . Из условий 31 >0> λλ ℑℑ  и из (3) следует, что  

0.;1,|<|1,|<| ≠μννμ  (6)

Представим граничные условия (4) в эквивалентной форме  
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Мы предполагаем, что )()(1, Γ∈ αCf , )()( Γ∈ αCg . Поэтому функции F  и G , 
определяющиеся соотношениями:  
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принадлежат пространству )()( ΓαC . Здесь и далее 
θ∂
∂  - производная по аргументу 

комплексного числа θirez = .   
Теорема 1.  Обозначим μν=z  и )0.5(= 0.50.5 −+ zzt . Тогда задача Дирихле (1), (4) 

однозначно разрешима тогда и только тогда, когда  

,3,4,=0,)()( 22
1 KkktUt kk ≠−≡Λ −  (9)
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где 1−kU  - многочлен Чебышева второго рода 15 степени 1−k . Если условия (9) 
нарушаются при некотором 0k , то однородная задача (1), (4) имеет нетривиальное 
решение, которое является многочленом порядка 10 +k . При этом для разрешимости 
неоднородной задачи (1), (4) необходимо, чтобы граничные функции удовлетворяли 
одному линейно независимому условию. Таким образом, дефектные числа задачи (1), 
(4) равны количеству номеров, при которых нарушается условие (9).   

Случай неправильно эллиптического уравнения. В этом случае 0>31 λλ ℑ≥ℑ , 
следовательно, уравнение (1) можно представить в виде:  
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где 
1

1
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i , 
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μ
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i
i . Из этих соотношений следует:  

1.|<|1,|<|, 2121 μμμμ ≠  (11)

Определим класс граничных функций, который будет необходим для дальнейшего.   
Определение 2.  Обозначим )(),( δαmB  класс функций, аналитических в кольце 

1}|<<|:{= zzR δ , которые вместе с производными до порядка m , принадлежат 
пространству )()( RC α  (т. е. удовлетворяют условию Гельдера с показателем α  в 
замыкании области R ).   

Доказана следующая теорема:   
Теорема 3.  Предположим, что |||| 21 μμ ≥ , обозначим 1

12= −μμz  и )0.5(= 0.50.5 −+ zzt . 
Пусть граничные функции из (9) F  и G  принадлежат множеству |)(| 1

)(1, μαB . Тогда, 
если выполняются условия (9), то задача (10), (4) однозначно разрешима. Если условия 
(9) нарушаются при некотором 0k , то однородная задача (1), (4) имеет 
нетривиальное решение, которое является многочленом порядка 10 +k . При этом для 
разрешимости неоднородной задачи (1), (4) необходимо, чтобы граничные функции 
удовлетворяли одному линейно независимому условию. Таким образом, дефектные 
числа задачи (1), (4) равны количеству номеров, при которых нарушается условие (9).   

Далее, рассматриваем случай не эллиптического уравнения.   
Теорема 4.  Пусть 1μ , 2μ , z , t  определены как в теореме 3. Тогда однородная 

задача (1), (4) не имеет нетривиальных полиномиальных решений тогда и только 
тогда, когда выполняются условия (9).   

2 СЛУЧАЙ ПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
Доказательство теоремы 1. Рассматриваем правильно эллиптическое уравнение (1) 

(случай 1). При этом уравнение (1) представляется в виде (5). Общее решение этого 
уравнения представляется в виде9:  
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где jΦ  и jΨ  ( 0,1=j ) - функции аналитические в областях }|{=)(1 DzzzD ∈+ μμ  и 
}|{=)(2 DzzzD ∈+νν  соответственно, которые необходимо определить. Подставим 

функцию (12) в граничные равенства (7). Используя операторное тождество9  
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Нам понадобится представление функции )( zz μ+Φ , где Φ  аналитична в области 
)(1 μD , в окрестности Γ  с помощью аналитической в D  функции. В2 доказано, что при 
1|=| z  функция )( zz μ+Φ  допускает представление  

),()(=)( zzzz μωωμ ++Φ  (14)

где ω  -- аналитическая в единичном круге функция. Если известна функция ω , то Φ  
определяется по формуле:  
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где 1|<| z . В этих формулах выбираем ту ветвь μζ 42 − , которая аналитически 

продолжается вне сегмента ],22[ μμ−  и удовлетворяет условию 1421 →−− μζζ  при 
.∞→ζ  Аналогичное представление можно записать для функции )( zz ν+Ψ .  

Используем (14) для представления функций jΦ′  и jΨ′  на окружности Γ   
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Так как, подлежащие определению функции jϕ  и jψ  аналитичны в круге D , то они 
определяются своими коэффициентами Тейлора kjA  и kjB . Для определения этих 
коэффициентов, подставим разложения (16) в граничные условия (5):  
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Разложим функции F  и G  на окружности Γ  в ряд Фурье  

),()(=)(
1=0=

zFzFzFzFzF k
k

k

k
k

k
−+−

∞∞
+≡+ ∑∑  (18)

),()(=)(
1=0=

zGzGzGzGzG k
k

k

k
k

k
−+−

∞∞
+≡+ ∑∑  

и приравняем в (17) коэффициенты при соответствующих степенях z  и z . Получим 
системы для определения неизвестных kjA  и kjB . При 0=k  имеем:  
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При 1≥k  получаем систему четырех уравнений относительно неизвестных kjA  и kjB :  

kk
k

k
k

kk GBkiBAkiA =1)(1)( 1
1

0
1

10
++ +++++ νν (20)

,=1)(1)( 1010 kk
k

k
k

kk FBkiBAkiA ννμμ −++−+  

,=1)(1)( 1010 kkkk
k

k
k GBkiBAkiA −−−+−− ννμμ

,=1)(1)( 101
1

0
1

kkkk
k

k
k FBkiBAkiA −

++ +−++− μμ  

Определитель основной матрицы системы (20) имеет вид:  
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Преобразуя этот определитель и, используя обозначения теоремы 1, получим:  
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(22)

При условиях теоремы 1 0≠z  и 01 ≠− z , так как 0≠μν . Поэтому однородная (при 
0= ≡kk GF ) система (20) имеет ненулевое решение при 2>k  тогда и только тогда, 

когда 0=)(tkΛ  (отметим, что 02 ≠Ω , так как является обобщенным определителем 
Вандермонда с различными коэффициентами). Например, при 3=k  9)(=)( 2

23 −Λ tUt , 
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следовательно, при 0.5=2 −t , или 0=142 ++ zz  (так как 1|<| z  следует брать корень 
23= −z ) однородная система (20) имеет ненулевое решение jA3 , jB3 , 0,1,2=j . По 

этим ненулевым коэффициентам по формулам (14), (15), (12) определяем 
нетривиальное решение однородной задачи (5), (4), которое в этом случае является 
многочленом четвертого порядка 2)(1 zz− . Аналогично, если однородная система (20) 
имеет ненулевое решение при некотором 2>0k , то по нему получаем решение 
однородной задачи (5), (4), которое является ненулевым многочленом порядка 10 +k . 
Предположим, что выполнены условия (9). Тогда, при 2≥k  0≠Ωk , следовательно, 
однородная система (20) однозначно разрешима, то есть 0== kjkj BA  при 0,1,2=j  и 

2≥k . Поэтому ненулевым решением однородной задачи может быть только многочлен 
степени не выше двух. Но из однородных граничных условий (4) следует, что если этот 
многочлен ненулевой, то он должен делиться на 2)(1 zz−  (см.13, т. 5.1, стр. 84), то есть 
должен иметь степень не ниже четырех. Таким образом, в этом случае, однородная 
задача (5), (4) не имеет нетривиальных решений. Первая часть теоремы 1 доказана. 

Рассмотрим неоднородную задачу (5), (4) при условиях (9). Система (19) всегда 
имеет решение, а система (20) при 1>k  однозначно разрешима, так как определитель 

kΩ  при 1>k  отличен от нуля. Рассмотрим систему (20) при 1=k . В этом случае левые 
части второго и третьего уравнений (20) совпадают. Из (8) следует, что 

,)sin,cos(
4
1==

2

0
11 τττ

π

π
dgGF ∫−  

то есть второе и третье уравнения в (20) совпадают. Непосредственно проверяется, что 
ранг матрицы 1

~Ω  равен трем, следовательно, система (20) при 1=k  также имеет 
решение. Перейдем к исследованию системы (20) при 1>k . Сначала введем 
обозначения 01 = kAx , 12 = kiAx , 03 = kBx , 14 = kiBx  и преобразуем ее к следующей форме:  

,=1)( 4
1

3
1

21 k
kk Gxxxkx ++ ++++ νν  (23)

,=1))(1()(12 432 kk
kk GFxkzkxzx μννμ −+−−+−+−  

,=1)1)(1)(())(1(1 14
1

3
1 Sxzzkzkxzkzz kkkk −+−−+−−− −− νν

.=
1))(1)(11))((1(2 2411 Sx

zzkzzkzzz kkkk
k

−+−−−−−

Ω
+−  

Здесь kΩ  определяется по формуле (21), и  

,1)(= 1
1 k

k
k

k
k GkFkGS μμ −+− −

−  (24)

.
)(11

1)(
)(11)(1

1)(= 1

1

1

1

2 zkzz
GkFkG

zzkz
GkFkFS kk

k
k

k
k

k
kk

k
k

k
k

k

−−−

−+−
−

−+−−

++−
−

−
−

+

+
− μμμμ  

Из этих соотношений следует, что при условиях (9) система (23) однозначно 
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разрешима, причем так как μν4−→Ωk , то при ∞→k

),(),(),(),( 100111 kkkkkkkkkkkk GFkiCAFGkiCBGFCAGFCB μμ −−−− −−−− :::: (25)

где C  и 1C  постоянные, не зависящие от k . Поэтому функции )()( 10 zzzz μ
θ

μ +Φ
∂
∂

++Φ  

и )()( 10 zzzz ν
θ

ν +Ψ
∂
∂

++Ψ  принадлежат классу )()(1, DC α . Таким образом, построенная 

функция u  является решением задачи (1), (4). Итак, при условиях (9) задача (1), (4) 
имеет решение для произвольных граничных функций f , g . Если условия (9) 
нарушаются при некотором 2>0k , то из  (23) и (24) следует, что для разрешимости 
задачи  (1), (4) необходимо, чтобы выполнялось условие на граничные функции F  и 
G :  

0.=
)(111

1)(1

)(11)(11

11)(

0
0

0

0
0

00
0

00

0
0

0

0
0

00000

zzkz

GkFkG

zzkz

GkFkF
kk

k
k

k
k

k

kk

k
k

k
k

k

−
−

−−

−+
−

−
−

−+−
+

−

+
++− −− μμμμ

 
(26)

Таким образом, количество линейно независимых условий разрешимости задачи (1), 
(4) равно количеству номеров, для которых нарушается условие (9). Теорема 1 
доказана.  

3 СЛУЧАЙ НЕПРАВИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
Доказательство теоремы 2. Предположим, что корни характеристического 

уравнения удовлетворяют условиям  

1,2,3,4.=0,>,,== 4321 ji jj λλλλλλ ℑ≠≠  (27)

В этом случае будем использовать рассуждения, аналогичные предыдущим. Сначала 
представим уравнение (1) в виде (10), где числа 1μ , 2μ  удовлетворяют условиям (11). 
Общее решение уравнения (10) представляется в виде:  

),()()()(=),( 21201110 zzzzzzzzyxu μ
θ

μμ
θ

μ +Ψ
∂
∂

++Ψ++Φ
∂
∂

++Φ  (28)

где jΦ  и jΨ  ( 0,1=j ) - функции аналитические в областях )( 11 μD  и )( 21 μD

соответственно. Подставим функцию (28) в граничные равенства (7). Получим  

++Ψ′++Φ′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

++Φ′ )()()( 202111101 zzzziIzz μμμμ
θ

μμ  
(29)

Γ∈+Ψ′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

+ zzFzziI ),(=)( 212 μμ
θ

.),(=)()()()( 21201110 Γ∈+Ψ′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

++Ψ′++Φ′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

++Φ′ zzGzziIzzzziIzz μ
θ

μμ
θ

μ

Используем (14) для представления функций jΦ′  jΨ′  на окружности Γ   
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,)()(=)( 1
0=0=

11
kk

kj
k

k
kj

k
jjj zAzAzzzz μμϕϕμ ∑∑

∞∞
+≡++Φ′  (30)

.0,1,=,)()(=)( 2
0=0=

22 Γ∈+≡++Ψ′ ∑∑
∞∞

zjzBzBzzzz kk
kj

k

k
kj

k
jjj μμψψμ  

Так как, подлежащие определению функции jϕ  и jψ  аналитичны в круге D , то они 
определяются своими коэффициентами Тейлора kjA  и kjB . Для определения этих 
коэффициентов, подставим разложения (30) в граничные условия (29):  

++−−++ +∞∞+∞∞
∑∑∑∑ kk
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1)(1)( μμμμ (31)
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0
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0
0=

zzGzkiBzkiBzBzB kk
k

k

k
k

k

kk
k

k

k
k

k
μμ −−++++ ∑∑∑∑

∞∞∞∞
 

Используем разложения (18) функций F  и G  на окружности Γ  и приравняем в (31) 
коэффициенты при соответствующих степенях z  и z . Получим системы для 
определения неизвестных kjA  и kjB . При 0=k  имеем:  

.=2222,=2222 0010001000012002011001 GiBBiAAFBiBAiA +++−+− μμμμ  (32)

При 1>k  получим:  

,=1)(1)( 1010 kkkkk GBkiBAkiA +++++  (33)

,=1)(1)( 12021101 kkkkk FBkiBAkiA μμμμ −++−+  

,=1)(1)( 12021101 kk
k

k
k

k
k

k
k GBkiBAkiA −−−+−− μμμμ  

.=1)(1)( 1
1

20
1

21
1

10
1

1 kk
k

k
k

k
k

k
k FBkiBAkiA −

++++ +−++− μμμμ  

Определитель основной матрицы системы (33) имеет вид:  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−+−
−−−−
−−
++

≡ΩΩ

++++ 1
2

1
2

1
1

1
1

2211

2211

1)(1)(
1)(1)(

1)(1)(
1)(11)(1

det~det=

kkkk

kkkkkk

kiki
kiki

kiki
kiki

μμμμ
μμμμ
μμμμ

. 

(34)

Предположим, что |||| 12 μμ ≤  и положим 1
12= −μμz  (отметим, что из условий следует, 

что 1|| ≤z  и 1≠z ). Тогда определитель kΩ  можно представить в виде  

74



A.Babayan 

).()(14
1

1)(14= 22
1

222
1
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2

222
1 kUzzzk

z
zzz k

kkk
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k
k −−−≡

⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−−Ω −
+−+ μμ  

(35)

Так как из условий теоремы следует, что 0)(1 ≠− zz  и 01 ≠μ , то 0≠Ωk  тогда и 
только тогда, когда 0≠Λk . При ∞→k  имеем также zk

k
224 +−Ω μ: , то есть условие (9) 

может нарушаться, только для конечного числа значений k . Далее, утверждение 
теоремы 3 о количестве линейно независимых решений однородной задачи (1), (4) 
доказывается аналогично доказательству теоремы 1. Рассмотрим неоднородную задачу 
(1), (4). Предположим, что граничные функции F , G  принадлежат пространству 

|)(| 1
)(1, μαB . Тогда, так же как и в предыдущем пункте, решая систему (33), при 

условиях (9) получим асимптотические формулы для коэффициентов kjA  и kjB
аналогичные (25):  

)(,)(,)(,)(

1

1
0

1
0

1

1
1

1
1 k

kk
kk

kk
kk

kk
kk

kk
k

GFkCAGFkCBGFiCAGFiCB
μμμμ

−−−−−−−− −−−−
::::

Так как граничные функции F  и G  принадлежат пространству |)(| 1
)(1, μαB , то 

получаем, что функции )()( 1110 zzzz μ
θ

μ +Φ
∂
∂

++Φ и )()( 2120 zzzz μ
θ

μ +Ψ
∂
∂

++Ψ  

принадлежат классу )()(1, DC α . Таким образом, построенная функция u  является 
решением задачи (1), (4). Здесь мы также использовали связь скорости убывания 
коэффициентов Фурье функции и ее принадлежности пространству Гельдера с тем или 
иным показателем гладкости12. В случае, если условия (9) нарушаются при некоторых 
значениях k , получаем условия разрешимости задачи (1), (4), аналогичные (26). 
Теорема 3 доказана.  

4 СЛУЧАЙ НЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
Доказательство теоремы 3. Рассмотрим случай, когда уравнение (1) не является 

эллиптическим. В этом случае метод, описанный в предыдущих параграфах 
непосредственно не применим, так как общее решение уравнения (1) не обязательно 
является аналитической функцией. Поэтому мы используем подход, предложенный в11: 
"двойственность уравнение-область".  

Рассмотрим однородную задачу (1), (4) ( 0≡≡ gf ). Будем искать функцию u  - 
полиномиальное решение этой задачи. Используя теорему 5.1 из13 (гл.5 стр. 74) 
получаем, что многочлен u  можно представить в виде  

),,()||(1=),( 22 yxvzyxu − (36)

где v  некоторый многочлен, подлежащий определению. Итак, задача определения 
полиномиального решения однородной задачи (1), (4) эквивалентна следующей. 
Определить многочлен v , удовлетворяющий уравнению  
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( ) 0.=),()||(1))||((1 22
2
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1
22 yxvz
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⎛
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∂
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

≡− μμ
(37)

Умножим обе части (37) на φ22 )||(1 z− , где )(0 DC∞∈φ  бесконечно 
дифференцируемая функция с носителем в D  и проинтегрируем полученное 
произведение по D . Получим  

0.=)||(1 22 dxdyzLu
D

φ−∫∫  

Интегрируя по частям, и учитывая, что криволинейные интегралы по Γ  обращаются 
в нуль, получим:  

0,=)||(1 22 dxdyzLu
D

φ−∗∫∫

или  

0=)||(1),)(( 22

2
dxdyzLyxu

R

φϑ −∗∫∫

Здесь ϑ  - характеристическая функция единичного круга D , оператор  
2

2

2

1= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
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−
∂
∂∗

zzzz
L μμ

сопряженный оператор к оператору L . Переходя к преобразованиям Фурье и используя 
теорему Планшереля, получим: 

.=0,=1)()())(,( 22
2

2
1

2
ηξζηξζμζζμζηξ iddU

R

+Φ+Δ−−∫∫  (38)

Здесь U  и Φ  преобразования Фурье функций ϑu  и φ  соответственно, Δ  - оператор 
Лапласа. Далее, опять используя интегрирование по частям, и учитывая, что Φ  
преобразование Фурье произвольной функции из )(0 DC∞ , получим:  

0.=)),()()((1)( 2
2

2
1

2 ηξζμζζμζ U−−+Δ  (39)

Итак, мы получили, что уравнения (37) и (39) эквивалентны, то есть каждому 
нетривиальному решению уравнения (37) соответствует нетривиальное решение (39) и 
обратно. В этом и состоит "двойственность уравнение-область" в случае единичного 
круга (см.11 стр.199).  

Рассмотрим уравнение (39). Общее решение этого уравнения имеет вид (см.14, стр. 
193):  

.),()()(
4)!(

2)(1)(),(=),( 0
00

12
0=

0 τττζζζζζζ
ζζ

dtVtdt
k

kV kk
k

k

k
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+−
−Θ ∫∫∑ +

∞
 

(40)

Здесь 0V  - общее решение уравнения  
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0.=0
2VΔ  

Представление 0V  в виде комбинации аналитических функций было получено в14. 
Мы будем использовать модификацию этого представления в форме ряда однородных 
многочленов:  
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Таким образом, используя (40) и (41), получим, что функция U  решение уравнения 
(39) удовлетворяет соотношению:  
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Учитывая, что левая часть этого равенства делится на однородный многочлен 
2

2
2

1 )()( ζμζζμζ −− , получаем, что 0=a  и 0==== kkkk dcba  при 0,1,2=k . Итак, 
последнее равенство примет вид:  
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Здесь 3≥N  наименьший номер k , для которого 0|||||||| ≠+++ kkkk dcba . 
Однородная компонента правой части наименьшей степени имеет вид  

.=),( 11
0

++ +++Θ N
N

N
N

N
N

N
N dcba ζζζζζζζζ  

Так как левая часть (42) делится на 2
2

2
1 )()( ζμζζμζ −− , эта ненулевая функция 0Θ  

должна делиться на этот многочлен, то есть коэффициенты Na , Nb , Nc , Nd  являются 
решением системы  

0,=11
1

1 NN
N

N
N

N dcba ++++ μμμ (43)

0,=1)( 1
11 N
N

N
N

N cNbaN +++ −μμ

0,=22
1

2 NN
N

N
N

N dcba ++++ μμμ  

0.=1)( 1
22 N
N

N
N

N cNbaN +++ −μμ  

Так как функция 0Θ  отлична от нуля, то эта система должна иметь ненулевое 
решение, то есть определитель матрицы этой системы должен быть равен нулю. 
Учитывая определение (34), после элементарных преобразований получим, что 
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определитель матрицы системы (43) равен NΩ− −1
21 )(4 μμ , следовательно, нарушение 

условий (9) необходимо для существования нетривиального полиномиального решения 
однородной задачи (1), (4). Первая часть теоремы 4 доказана.  

Предположим, что условие (9) нарушается при некотором N . Построим ненулевую 
функцию, являющуюся решением однородной задачи (1), (4). Пусть NT -многочлен 
Чебышева первого рода порядка N . Введем обозначения  
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Рассмотрим функцию  
+++ ++ )(=),( 111)(001 zzPACyxu NNN μμ (45)
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Эта функция, многочлен порядка 1+N , является решением уравнения (1). Для 
определения постоянных 0C , NjA , NjB  ( 0,1=j ) подставим функцию 1+Nu  в однородные 
граничные условия (7). Имеем, аналогично (13):  

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

++ )()( 11111110 ttQiIAttQA NNNN μ
ϕ

μμμ μμ
(46)

0,=)()( 22212220 ttQiIBttQB NNNN μ
θ

μμμ μμ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

+++  

++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

++ )()( 111110 ttQiIAttQA NNNN μ
θ

μ μμ
(47)

1.=0,=)()( 221220 ttttQiIBttQB NNNN μ
θ

μ μμ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

+++  

Из (44) следует, что на единичной окружности выполняется равенство: 

),(2=)( 1 NNNN
N ttttQ σσσ ++ −  

поэтому соотношения (46), (47) примут вид:  

( ) ( )++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

++ NNN
N

NNN
N ttiIAttA 111110 μ

θ
μμμ

(48)
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( ) ( ) 0,=221220
NNN

N
NNN

N ttiIBttB μ
θ

μμμ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
∂
∂

+++

( ) ( )++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

++ NNN
N

NNN
N ttiIAttA 11110 μ

θ
μ

(49)

( ) ( ) 1.=0,=2120 ttttiIBttB NNN
N

NNN
N μ

θ
μ +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

+++

Используя равенства  

,=,= NNNN tiNtiNtt −
∂
∂

∂
∂

θθ
 

уравнения (48), (49) представим в виде:  

++−−++ ++ NN
N

N
N

NN
N

N
N tNiAtNiAtAtA 1)(1)( 1

1111
1

1010 μμμμ  (50)

0,=1)(1)( 1
2121

1
2020

NN
N

N
N

NN
N

N
N tNBtNiBtBtB +−−+++ ++ μμμμ  

+−−+++ NN
N

N
N

NN
N

N
N tNiAtNiAtAtA 111100 1)(1)( μμ (51)

1.=0,=1)(1)( 211200 tttNiBtNiBtBtB NN
N

N
N

NN
N

N
N μμ −−++++  

В уравнениях (50), (51), приравнивая к нулю коэффициенты при Nt  и Nt , получим 
однородную систему (33) при Nk = . Так как условие (9) нарушается при Nk = , то 
определитель этой системы обращается в нуль, и, следовательно, имеем ненулевые 
коэффициенты NjA , NjB , удовлетворяющие этой системе. Фиксируя эти коэффициенты, 
последнюю неизвестную в (45) - постоянную 0C , получим из однородного условия (7) 

0=(1,0)1+Nu .  
Итак, подставляя все найденные коэффициенты в (45), получаем ненулевой 

многочлен 1+Nu  - решение однородной задачи (1), (4). Таким образом, однородная 
задача (1), (4) имеет нетривиальное полиномиальное решение тогда и только тогда, 
когда при некотором N  нарушается условие (9). Теорема 4 доказана.  
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