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Анотация. В статье даются характеристики множества точек Плеснера ( )AI f  [1], и 
множества ( )*

AI f  [2], порожденных предельными множествами произвольных и 
эквиморфных [3] в единичном круге функций по путям, имеющим произвольный порядок 
касания с единичной окружностью. 
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Summary. The characteristics of the set of Plessner’s points ( )AI f [1] and ( )*
AI f  [2] derived 

from cluster sets arbitrary equimorphic functions [3] in the unit disc along directions with 
arbitrary tangential order with the unit circumference are given. 
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1  ВВЕДЕНИЕ 

Пусть : 1D z <   единичниый круг, : 1zΓ = - единичная окружность, Ω -сфера Римана 
(на протяжений всей работы  D , Γ  и Ω  остаются те же). В работе Мехия Х. Э. [3] функция 

:f D →Ω  названа эквиморфной функцией, если f  есть композиция ( ) ( )( )f z g h z=

некоторой мероморфной функции ( )g z  в круге D  и эквиморфизма h : D D→ , т.е. такого 
гомеоморфизма круга D  на себя, что h , 1h−  равномерно непрерывны относительно 
гиперболической метрики единичного круга [4]. 

Пусть ie ϕξ = ∈Γ . Для произвольных действительных чисел α  и ,q  0 α< < ∞ , 0q ≥
назовем правым q -путем ( ), ,L qξ α+  всякую кривую, которая задается непрерывной на 
[ )0;1  функцией ( )z z t= со свойствами: 

( )
1

lim
t

z t ξ
→

= ;  ( ) 1
2

z t ξ− < ; ( )arg
6

z t πθ θ< < +  , ( )arg 0z t →  (монотонно), при 1t →  и 

( )( ) ( ) 1

1
lim 1 arg

q

t
z t z t θ α

− −

→
− − = . 

Назовем правым *q -путем ( )*, ,L qξ α+  правый q -путь задающийся уравнением

( ) 11 q iz e ϕα ϕ θ +⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ , 
1

1; qϕ θ θ α
−
+

⎛ ⎤
∈ +⎜ ⎥⎜ ⎥⎝ ⎦

 . 

Обозначим через ( ), ,L qξ α− ( ( )*, ,L qξ α− ), 0 , 0qα< < ∞ ≥  и назовем левым q -путем ( *q -

путем) образ правого q -пути ( ), ,L qξ α+ ( ( )*, ,L qξ α+ ) при симметрии относительно радиуса

( ),0h ξ  круга D  в точке ie ϕξ = ∈Γ . Правые и левые q -пути ( *q -пути) назовем q -путями 
( *q -путями) ( ), ,L qξ α ( ( )*, ,L qξ α ) или просто ( ),L qξ ( ( )*,L qξ ).

Для произвольных 0α > , 0β > , 1 0q ≥ , 2 0q ≥ , 10
2

δ< <  назовем ( )1 2,q q -углом ( )( )*
1 2,q q

в точке ξ ∈Γ  и обозначим через  ( )1 2, , , , ,q qξ α β δΔ  ( ( )*
1 2, , , , ,q qξ α β δΔ ) или просто 

( )1 2, ,q qξΔ  ( ( )*
1 2, ,q qξΔ ), если нас не интересуют размеры этого угла, подобласть круга D , 

ограниченную двумя разными ( )1, ,L qξ α ( ( )*
1, ,L qξ α ) и ( )2, ,L qξ β ( ( )*

2, ,L qξ β ) путями 

(возможен случай 1 2q q= ) и окружностью z ξ δ− = , где δ  достаточно малое 
положительное число. 

Пусть Z - произвольное топологическое пространство. Для произвольного 
отображения f  круга D  в Z , :f D Z→  произвольной точки ξ ∈Γ  и произвольного 
множества S D⊂ , для которого ξ  является предельной точкой, предельное множество 
( ), ,C f Sξ  определяется как пересечение 
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( ) ( )( )
0

, , r
r

C f S f V Sξ ξ
>

= ∩I , где ( ) { }; , 0rV z D z r rξ ξ= ∈ − < >  

и черта замыкание множества. 
При доказательстве формулируемых результатов понадобится следующее 

утверждение, доказанное в работе Уэстона [5]. 
(А) Если K - компактное подмножество из Z , K Z⊂  и S  произвольное подмножество 

из D , для которого ξ ∈Γ  является предельной точкой и ( ), ,K C f Sξ∩ =∅ , то существует 
такая окрестность: 

{ } 1; ,0
2

U Z D z ξ δ δ= ∈ − < < < , что ( )f U S K∩ ∩ =∅ .

Следуя В. И. Гаврилову [6], последовательность точек { }, , 1,2,n nz z D n∈ = K , lim 1nn
z

→∞
=   

называют P -последовательностью для произвольной функции :f D →Ω , если для любой 
бесконечной подпоследовательности { }vnz  и любого 0ε >  функция ( )f z  принимает в 

объединении неэвклидовых кругов ( ) ( ){ }, ; ,
v vn nD z z D z zε σ ε= ∈ <  бесконечно часто каждое 

значение ω∈Ω , кроме быть может, двух значений. 
Пусть f  произвольная функция :f D →Ω  и A  произвольное конечное множество 

неотрицательных чисел. Жорданову кривую Kξ , лежащую в круге D  и оканчивающуюся в 
точке ξ ∈Γ , назовем линией Жюлиа для функции ( )f z , если при любом 0ε >  на 
множестве  

( ) ( ), ,
K

D K D
ξ

ξ
α

ε α ε
∈

= U

функция ( )f z  принимает бесконечно часто каждое значение ω∈Ω , кроме, быть может, 
двух значений. Точку ξ ∈Γ  отнесем к множеству ( )AJ f  и назовем точкой Жюлия [7], если 
любой q -путь ( ), ,L q q Aξ ∈  является линией Жюлия для ( )f z . Точку ξ ∈Γ  отнесем к 
множеству точек Плеснера ( )AI f , если для любого ( )1 2,q q  - угля ( )1 2 1 2, , , ,q q q q AξΔ ∈ , имеем 

( )( )1 2, , , ,C f q qξ ξΔ = Ω . 

Точку ξ ∈Γ  отнесем к множеству ( )*
AI f , если каждый q -путь ( ),L qξ , q A∈  не 

содержит на одной P -последовательности функции ( )f z , и для любого q -пути 

( ), ,L q q Aξ ∈  имеем ( )( ), , ,C f L qξ ξ = Ω . Ясно, что для произвольной функции ( ) :f z D →Ω

множества ( )AJ f  и ( )*
AI f  являются подмножествами множества ( )AI f . 
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2  ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Теорема 1. Для произвольного отображения :f D Z→  круга D  в локально компактное 
метризуемое линделефо пространство Z  и для произвольного конечного множества A  
неотрицатеьлных чисел множество ( )AI f  имеет тип Gδ   на Γ . 

Доказательство. Пусть { }nM S=  счетная база открытых сфер, имеющих компактные 
замыкания в пространстве Z . Пусть ( ){ }, , 0, 0j k j kB α β α β= > >   совокупность всех 
положительных рациональных пар 0, 0j kα β> >  и { }, 0i iA q q= ≥ . Для произвольных 
фиксированных чисел ( ),j k Bα β ∈ , iq A∈ , rq A∈  и n  и m , 1,2,n = K , 2,3,m = K  обозначим 
через , , , , ,n m j k i rH  множество таких точек ξ ∈Γ , для которых 

* 1, , , , , \j k i r nf q q Z S
m

ξ α β
⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⊂⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Покажем, что справедливо следующее разложение: 

( ) , , , , ,\ A n m j k i rI f HΓ = ∪   (1) 

Поскольку вложение ( ), , , , , \n m j k i r AH I f∪ ⊂ Γ  очевидно, то для доказательства обратного 
вложения допустим, что ξ   произвольная точка из множества ( )\ AI fΓ , т.е. существует 
некоторый ( ),i rq q - угол ( ), , , ,i r i rq q q q AξΔ ∈ , для которого ( )( ), , , ,i rC f q q Zξ ξΔ ≠ . Согласно 
лемме 3 из [8] найдется ( ),j k Bα β ∈  и такое натуральное число  1m N∈ , 1 2m > , что 

( )*

1

1, , , , , , ,j k i r i rq q q q
m

ξ α β ξ
⎛ ⎞

Δ ⊂ Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

и, значит 

*

1

1, , , , , , ,j k i rC f q q Z
m

ξ ξ α β
⎛ ⎞⎛ ⎞

Δ ≠⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Из последнего следует, что существует такая сфера nS M∈ , для которой 

*

1

1, , , , , , ,j k i r nC f q q S
m

ξ ξ α β
⎛ ⎞⎛ ⎞

Δ ∩ =∅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
. 

Поэтому, согласно предложению (A) найдется такая окрестность 

2 2
2

1; , 2,U z D z m m N
m

ξ
⎧ ⎫

= ∈ − < > ∈⎨ ⎬
⎩ ⎭

, 

что  
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*

1

1, , , , ,j k i r nf U q q S
m

ξ α β
⎛ ⎞⎛ ⎞

∩Δ ∩ =∅⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

т.е , , , , ,n m j k i rHξ ∈ , где ( )1 2max ,m m m= . 
Итак, разложение (1) доказано. Чтобы доказать, что каждое множество , , , , ,n m j k i rH из 

обьединения (1) замкнуто, допустим, что , , , , ,0 n m j k i rHξ ∈ . 
Поскольку 

, , , , ,

* *
0

1 1, , , , , , , , , ,
n m j k i r

j k i r j k i r
H

q q q q
m mξ

ξ α β ξ α β
∈

⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ ⊂ Δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

U , 

то 

*
0

1, , , , , \j k i r nf q q Z S
m

ξ α β
⎛ ⎞⎛ ⎞Δ ⊂⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
, 

т.е 0 , , , , ,n m j k i rHξ ∈ . 
Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Для любой функции f  эквиморфной в D , :f D →Ω  и для любого 

конечного множества A  неотрицательных чисел множество ( )*
AI f  имеет тип Fσδ   на Γ . 

Доказательство. Пусть функция f  эквиморфная в D  имеет каноническое 
представление ( ) ( )( )f z g h z= , где ( )g z - мероморфная функция в D , :g D →Ω , а ( )h z

эквиморфизм :h D →Ω . Пусть ( ),j kB α β= - множество всех положительных рациональных
пар 0, 0j kα β> >  и { }, 0i iA q q= ≥ . 

Для произвольных фиксированных чисел ( ),j k Bα β ∈ , ,i rq A q A∈ ∈  и n  и m , 1,2,n = K  и 
2,3,m = K , обозначим через , , , , ,n m j k i rE  множество точек точек ξ ∈Γ ,  для которых 

( )fSup Q z n⎡ ⎤ ≤⎣ ⎦ ,  (2) 

* 1, , , , ,j k i rz q q
m

ξ α β⎛ ⎞∈Δ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

где  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 122
1 1fQ z h z g h z g h z

−

′= − + . 

Обозначим через ( )K f  множество таких точек ξ ∈Γ , где в любом ( )1 2,q q  угле 
( )1 2 1 2, , , ,q q q q AξΔ ∈  функция ( )fQ z  ограничена. Нетрудно проверить равенство 

( ) ( ) ( )*
A AI f I f K f= ∩ .   (3) 
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Согласно теореме 1, для произвольной функции :f D →Ω , множество ( )AI f  имеет тип 
Gδ   на Γ . Кроме того, имеем разложение 

( ) , , , , ,, , , ,
1

n m j k i rm j k i r
n

K f E
∞

=

= ∩ U , 

где множества , , , , ,n m j k i rE  замкнуты. Следовательно, ( )K f  множество типа Fσδ   на Γ . 
Из условия (3) следует, что множество ( )*

AI f  имеет тип Fσδ   на Γ . Теорема 2 доказана. 
Отметим, что в случае, когда f  - мероморфная функция в D  теорема 1 усиливает 

теорему 3 из [9], в случае, когда { }0A =  и f  эквиморфная функция в D , теорема 2 
установлена в [3], а в случае { }0A =  и f -мероморфная в D  в [10]. 

3  ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в статье доказывается, что для произвольного отображения :f D Z→
(где Z  локально компактное метризуемое линделефо пространство), множество точек 
Плеснера ( )AI f  имеет тип Gδ   на Γ . А также доказывается, что для эквиморфной функции 

:f D →Ω  множество ( )*
AI f  имееет тип Fσδ   на Γ  по путям имеющим произвольный 

порядок касания с единичной окружностью. 
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