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Аннотация. В рамках проблемы реконструирования эволюции протопланетного облака, 
окружавшего  Солнце на ранней стадии его существования исследован  вопрос о возмож-
ном влиянии гидродинамической  спиральности, возникающей во вращающемся диске, на 
синергетическое структурирование космического вещества, а также на появление эффекта 
отрицательной турбулентной вязкости в нем. Показано, что  длительное затухание турбу-
лентности в диске может быть частично связано с отсутствием отражательной симметрии 
анизотропного поля турбулентных скоростей относительно его экваториальной плоско-
сти. Сформулирована  общая концепция возникновения энергоёмких мезомасштабных ко-
герентных вихревых структур в термодинамически открытой подсистеме турбулентного 
хаоса, связанная с реализацией  обратного каскада кинетической энергии в зеркально-
несимметричной дисковой турбулентности. Отрицательная вязкость во вращающейся 
дисковой системе является, по-видимому,  проявлением   каскадных процессов  в  спи-
ральной турбулентности, когда осуществляется инверсный перенос энергии от малых 
вихрей к более крупным. Предпринятое  исследование нацелено, в конечном итоге,  на 
совершенствование ряда репрезентативных гидродинамических моделей космических 
природных турбулентных сред, включая возникновение галактик и галактических скопле-
ний, рождение звёзд из диффузной среды газопылевых облаков, образование аккрецион-
ных дисков  и последующую аккумуляцию планетных систем,  а также формирование га-
зовых оболочек планет − атмосфер и т.п.  

TO THE THEORY OF THE INVERSE ENERGY СASCADE 
IN IS MIRROR-ASYMMETRICAL TURBULENCE 

UNMAGNETIZED ASTROPHYSICAL DISK 
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Summary. We analyze the possible effect of hydrodynamic spirality that develops in a rotating 
disk on the synergetic structurization of cosmic matter and on the development of negative tur-
bulent viscosity in cosmic matter within the framework of the problem of the reconstruction of 
the evolution of the protoplanetary cloud that surrounded the early Sun. We show that compara-
tively slow damping of turbulence in the disk can be partially due to the lack of reflective sym-
metry of the anisotropic field of turbulent velocities about its equatorial plane. We formulate the 
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general concept of the development of energy-intensive coherent mesoscale vortex structures in 
the thermodynamically open system of turbulent chaos associated with the realization of inverse 
cascade of kinetic energy in mirror–nonsymmetrical disk turbulence.  Negative viscosity in a ro-
tating disk system appears to be a manifestation of cascade processes in spiral turbulence where 
inverse energy transfer from small to larger vortices occurs. The aim of our study is, first and 
foremost, to improve a number of representative hydrodynamic models of cosmic natural turbu-
lized media, including the birth of galaxies and galaxy clusters, birth of stars from the diffuse 
medium of gas and dust clouds, formation of accretion disks and subsequent accumulation of 
planetary systems, and also the formation of gaseous envelopes of planets, atmospheres, etc. 

1   ВВЕДЕНИЕ 

В последнее время весьма интенсивно исследуются разнообразные когерентные (дис-
сипативные) структуры в турбулентной несжимаемой жидкости1-6, которые оказывают 
сильное влияние на различные динамические характеристики течения. С фактической 
точки зрения наиболее богата подобными структурами развитая турбулентность в термо-
динамически открытой системе (в смысле Шредингера), когда при очень больших числах 
Рейнольдса нарушаются различные симметрии  (пространственные переносы, сдвиги по 
времени, вращения, галилеевы и масштабные преобразования и др.), допускаемые уравне-
ниями Навье-Стокса и краевыми условиями7,8. В этом случае в турбулентном течении са-
моорганизовываются  разнообразные пространственно-временные когерентные образова-
ния, такие как вихревые нити, спирали и клубки, турбулентные пятна,  берстинги и т. п.  
Однако  в тех случаях, когда поток свободен от внешнего принуждения (связанного, на-
пример, с крупномасштабным сдвигом скорости при вращении космического объекта), 
развитая турбулентность в пределе бесконечно больших чисел Рейнольдса имеет, как из-
вестно, тенденцию восстанавливать (в статистическом смысле) нарушенные симметрии 
вдали от границ течения9. В этой связи уместно заметить, что знаменитая аналитическая 
теория локальной турбулентности Колмогорова10-12 по существу базируется на гипотезе 
восстановления  разномасштабных нарушений однородности, изотропности и зеркальной 
симметричности турбулентного течения на малых масштабах 0ll <<  (здесь 0l  – характер-
ный масштаб крупных энергосодержащих вихрей). В рамках этой теории взаимодействие 
возмущения поля скоростей больших вихрей с мелкомасштабной турбулентностью носит 
характер затухания этого возмущения из-за турбулентной вязкости и передачи его кине-
тической энергии  по каскаду вихрей различных пространственно-временных масштабов в 
область мелкомасштабных пульсаций. Собственно по этой причине существование дол-
гоживущих вихревых структур с масштабом 0ll >>  в «обычной» зеркально-симметричной 
турбулентности несжимаемой жидкости представляется маловероятным.  

Вместе с тем, существует турбулентность, которая и при очень больших числах 
Рейнольдса не восстанавливает нарушенную отражательную симметрию (закон чётности) 
поля пульсационных скоростей в случае преобразования xx −→  координат. Примером 
такой турбулентности является пульсирующее  поле скоростей в конвективной зоне 
астрофизического аккреционного диска: средние свойства этого поля не остаются 
инвариантными при зеркальном отражениях в его экваториальной плоскости. Подобная 
турбулентность, как известно, называется гиротропной  (или спиральной) и возникает под 
влиянием  массовых сил с псевдовекторными свойствами (например, силы Кориолиса,  
магнитного поля и т.п.). В частности, реальная турбулентность во вращающемся 
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солнечном протопланетном диске имеет спиральный характер13-15. Это связано с тем, что  
мелкомасштабное пульсационное поле скоростей u′  при наличии вращения дискового 
вещества с постоянной угловой скоростью 0Ω  (аксиальный вектор) и  анизотропии, 
вызванной, например, воздействием поля  силы тяжести g  (или поля интенсивности 
турбулентности, поля вертикального градиента температуры θ∇  (полярные векторы)),   не 
обладает  отражательной симметрией относительно экваториальной плоскости диска, т.е. 
относительно преобразования zz −→ . По этой причине,  в  диске генерируется,  так 
называемая, плотность спиральности ω′⋅′u   (скалярное произведение  полярного вектора 
скорости u′  и  аксиального вектора завихрённости u′×∇=ω′ ), которая, в конечном 
счёте,  и приводит к возникновению гиротропной турбулентности. Последнее означает, 
что в таком анизотропном мелкомасштабном пульсационном поле скоростей вихревые 
левовращательные движения в совокупности могут быть более вероятными, чем 
правовращательные, или наоборот.  

Впервые на важность влияния спиральности локализованных вихревых  возмущений на 
эволюцию гидродинамической турбулентности обратил внимание Моффат16, который и  
нашёл связанный с ней интегральный инвариант 〉ω′⋅′〈= uH i)  (осреднённая вихревая 
спиральность), являющейся мерой зацепленности силовых линий вихревого поля15,17-19. 
Средняя вихревая спиральность − псевдоскаляр, который  не является положительно оп-
ределённой величиной и меняет знак при переходе от левой к правой системе координат 
(или  наоборот). Здесь уместно напомнить, что только благодаря введению в рассмотрение 
вихревой спиральности и так называемой перекрёстной магнитной спиральности 

〉′⋅′〈= BuMH  для адекватного описания  магнитогидродинамической турбулентности  (не 
обладающей зеркальной  симметрией)  удалось объяснить важнейший механизм  турбу-
лентного динамо в астрофизике (так называемый α -эффект), отвечающий за  генерацию и 
поддержание  крупномасштабных магнитных полей  〉〈B  планет,  звёзд и галактик (см., 
например,14,15,20-22).  

Важно также иметь в виду, что для однородного бездивергентного (соленоидального) 
поля  пульсационных скоростей u′ , лишённая отражательной симметрии вихревая спи-
ральность 〉ω′⋅′〈= uH  сохраняется в инерционной области (для которой вязкие эффекты 
диссипации энергии несущественны) энергетического спектра, т.е. в этой области сущест-
вует ещё один (помимо турбулентной энергии  〉′〈≡ 2/2ub ) дополнительный невязкий  
(при 0ν→ ) инвариант8.  Это обстоятельство приводит, вообще говоря,  к полному изме-
нению характера процесса передачи пульсационной кинетической энергии  по каскаду 
вихрей Ричардсона-Колмогорова в  спиральной трёхмерной турбулентности, поскольку 
теперь уже две величины b  и Н  одновременно могут переноситься по спектру турбу-
лентных пульсаций от одних масштабов к другим; при этом  каскадный процесс переноса 
энергии по иерархии турбулентных вихрей определяется  уже двумя параметрами − ско-
ростью диссипации турбулентной энергии ε   и скоростью диссипации вихревой спираль-
ности Hε . Другими словами, если энергия и спиральность вносятся в поток  на некоторых 
промежуточных масштабах волновых чисел k , далёких от диссипативного масштаба νk  и 
                                                 

i)   В качестве операции осреднения далее используется статистико- математическое  
осреднение по ансамблю возможных реализаций случайных термо- и гидродинамических полей9. 
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от масштаба энергоснабжения 0k  ( ν0 kkk <<<< ), то обе величины ε  и Hε  определяют 
процесс передачи энергии по спектру. По аналогии с двухмерной «обычной» зеркально 
симметричной турбулентностью, когда при свободной эволюции потока  возможен ин-
версный каскадный перенос энергии от мелкомасштабных к крупномасштабным вихрям 
(сопровождающийся одновременным переносом энстрофии 〉ω′〈≡ 2/2Ω в сторону ма-
лых вихрей9), для гиротропной  трёхмерной турбулентности также допустим режим, при 
котором реализуется обратный каскад  турбулентной энергии23,24. При его реализации  ин-
варианты b  и Н  переносятся по волновым числам к противоположным концам инерци-
онного спектра:  спиральность − к мелким масштабам, а турбулентная энергия − к более 
крупным масштабам25-29, что позволяет перекачать часть энергии мелкомасштабной тур-
булентности в энергию крупномасштабных вихревых структур. Таким образом, спираль-
ная турбулентность имеет дополнительный канал  сброса пульсационной энергии, кото-
рым и оказывается механизм генерации  мезомасштабных вихревых структур (обратный 
тому, что, как правило, имеет место  в  «обычной» турбулентности), приводящий к пере-
даче части энергии мелкомасштабной турбулентности  в область больших масштабов. По 
этой  причине спиральная   турбулентность может повышать устойчивость крупных энер-
гетически ёмких турбулентных вихрей, увеличивая  время их жизни30-36. Этот механизм 
естественно трактовать  как вихревое динамо. 

Другим специфическим проявлением спиральной турбулентности в трёхмерной гидро-
динамике является наличие эффекта отрицательной турбулентной вязкости Tν . В природе 
отрицательная вязкость обнаруживается  в глобальных (крупномасштабных) циркуляциях 
вещества на Солнце,  Юпитере, Сатурне, Венере  (вероятно, также на Уране и Нептуне), в 
глобальных течениях в земной атмосфере и в океане37-39. Обычно для объяснения этого 
реально наблюдаемого эффекта, который, как известно,  связан с инверсным энергетиче-
ским каскадом,  принято привлекать теорию умозрительнойii)  двухмерной турбулентно-
сти, поскольку многие геофизические и астрофизические течения на сферических поверх-
ностях космических тел могут быть исследованы в рамках квазидвухмерных гидродина-
мических уравнений, содержащих  специальные дополнительные слагаемые, например, 
слагаемые с линейным трением в вязком погранслое39-41.  По-видимому, подобный подход 
иногда допустим и при  моделировании дисковой турбулентности,   поскольку вращатель-
ным движениям космического  вещества в тонких астрофизических дисках также прису-
щи отдельные черты двухмерной геометрии42,43.  Однако при этом возникает чисто фор-
мальная проблема: следует ожидать чрезмерного накопления энергии в  вихрях  некото-
рых больших  масштабов, лежащих между масштабом накачки и характерным размером 
системы. В двухмерной  модели дисковой турбулентности (турбулентности без чётко вы-
раженных твёрдых границ) избавиться от указанного затруднения нелегко, поскольку в 
этом случае  необходимо вводить в рассмотрение некую виртуальную длинноволновую 
диссипацию (вступая при этом на путь чисто произвольных допущений),  приводящую, в 
конечном счёте, к отводу энергии из двухмерных вихрей на энергосодержащих масшта-
                                                 

ii) Напомним, что истинно двухмерная турбулентность  не реализуется  в реальных течениях 
жидкости, поскольку механизм интенсификации вихревого поля  за счёт растяжения вихревых 
трубок, лежащий в основе процесса переноса энергии к малым масштабом (с одновременным 
ростом завихрённости), имеет принципиально трёхмерную природу. 
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бах. Таким образом,  без учёта законов симметрии   реального (трёхмерного) турбулент-
ного поля бывает не просто построить вполне адекватную математическую модель  про-
цессов эволюции космической газовой массы во вращающемся астрофизическом объекте.  

Остановимся   ещё на одной особенности спиральной турбулентности в астрофизиче-
ском немагнитном диске.  Как уже отмечалось, спиральная турбулентность в электропро-
водящей космической жидкости благодаря α -эффекту генерирует и поддерживает круп-
номасштабные магнитные поля звёзд и планет. В работе34 было показано, что, несмотря на 
формальную  аналогию линейного уравнения индукции для магнитного поля B  и нели-
нейного уравнения для завихрённости u×∇=ω  в вязкой непроводящей жидкости, для 
однородной изотропной турбулентности  при наличии только  одной спиральности аналог 
подобного эффекта для завихрённости отсутствует. Тем не менее, спиральная турбулент-
ность в  астрофизических объектах,  в которых существуют и другие факторы нарушения 
симметрии течения космического вещества (такие, например, как  сила тяжести, градиент 
температуры и т.п.),  часто способна действовать  как генератор  крупно- и мезомасштаб-
ного вихревого поля,  усиливая и укрупняя вихри, и тем самым,  порождая разнообразные  
когерентные вихревые структуры.  

В связи со сказанным выше следует отметить, что теория возникновения крупномас-
штабных вихревых структур за счёт механизма вихревого динамо развивалась в работах32-

34,4-46 применительно к турбулентной атмосфере и океану.  Особое внимание в этих рабо-
тах было уделено спиральности,  образующейся под воздействием силы Кориолиса на 
конвекцию.  Авторами была изучена задача о конвекции подогреваемой снизу жидкости, 
находящейся в плоскопараллельном слое. Было показано, что закручивание возникающих 
над перегретой  поверхностью океана конвективных ячеек и рост их размеров из-за эф-
фекта вихревого динамо приводит к формированию в спиральной атмосфере одного круп-
ного вихря, который может быть  интерпретирован как тропический циклон, возникаю-
щий над перегретой поверхностью океана.  

Вместе с тем, вопрос о возможном влиянии эффекта вихревого динамо на синергетиче-
ское структурирование вещества в астрофизических объектах обсуждался в литературе 
крайне редкоiii) (см., в частности,13,42,47). По этой причине в данной работе  предлагается 
вернуться к  рассмотрению  данной   проблемы, но уже   с учётом  результатов численных 
экспериментов, доказывающих реальное существование обратного энергетического кас-
када в трёхмерной спиральной турбулентности26-29,48. При этом основная идея сводится к 
следующему: поскольку в последнее время эффект инверсного каскада энергии в спи-
ральной турбулентности все более надёжно  подтверждается в численных экспериментах, 
то  включение в математическую модель  эволюции астрофизического немагнитного дис-
ка механизма вихревого динамо, способствующего  структурированию  в нем космиче-
ских газовых масс,  приобретает все более веское основание. Исходя из этих соображений, 
содержание представленной работы можно рассматривать как теоретическую основу для 
численного моделирования широкого класса гидродинамических процессов  в протопла-
нетном немагнитном диске (окружавшем, в частности, Солнце на ранней стадии его суще-
ствования), для которых специфика механики спиральной турбулентности играет сущест-
венную  роль.  
                                                 

iii)  Заметим, однако, что за последние десять лет выполнено  огромное число работ,  
посвящённых моделированию эволюции гиротропной МГД -турбулентности в астрофизических 
дисках. 

15



A.V. KOLESNICHENKO 

 

2    ОСРЕДНЕННЫЕ ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 
Рассмотрим астрофизическую турбулентность при наличии  стратификации жидкости и 

вращения изучаемого космического объекта.  Далее  для простоты будем считать, что 
жидкость несжимаема (что означает, что мы исключаем из рассмотрения некоторые явле-
ния, связанные с понятием скорости звука),  а допустимые  небольшие вариации плотно-
сти обусловлены исключительно изменчивостью температуры. Тогда, в соответствии с 
приближением Буссинеска, непостоянство  плотности проявляется только в виде архиме-
довой  силы, входящей в уравнение движения. При описании реального течения в виде 
суммы средней 〉〈 f  и пульсационной f ′  составляющих гидродинамических полей 

)( t,f x , осреднённые гидродинамические уравнения для турбулизованной жидкости, за-
писанные  в системе координат, вращающейся с постоянной угловой скоростью 0Ω ,  
имеют вид iv)  

0=〉〈⋅∇ u ,  (1) 

gRuuu )θθ(αν2 0θ
2

0 −〉〈−⋅∇+〉〈∇+〉〈×−〉−∇〈=
〉〈 ΩP

Dt
D , (2) 

D
T

Dt
D Φ+〉〈∇+⋅−∇≅

〉〈 θκθ 2
θθq . (3) 

Здесь ∇⋅〉〈+∂∂= utDtD // – индивидуальная  производная по времени для осреднённого 
континуума; )( t,xu〉〈 , )( t,p x〉〈 ,  )(θ t,x〉〈  – соответственно осреднённые поля скорости, 
давления и  температуры; g – сила тяжести на единицу массы жидкости (далее будем счи-
тать, что вектор g  направлен вниз, а ось z – вверх, так что gzig −= ; zi − вертикальный 
орт);   )(ρ0 z ,  )(θ0 z  –  значения  плотности и температуры в покоящейся стратифициро-
ванной по направлению силы тяжести среде,  удовлетворяющие уравнению гидростатики 

g00 ρ=∇p    и     уравнению состояния )θρ( 0000  ,pp = ;  ν , pс〉〈= ρ/λκ θθ  – соответственно 
молекулярные коэффициенты кинематической вязкости и температуропроводности; θα – 
коэффициент термического расширения (для идеального газа θ/1αθ = );  〉′′−〈≡ uuxR )( t, , 

〉′′〈≡ uxq θ)(θ t,T − одноточечные корреляционные моменты второго порядка, имеющие со-
ответственно смысл сдвиговых турбулентных напряжений (тензор Рейнольдса) и турбу-
лентного потока тепла; 〉∇〈= uR :1-

pD сΦ  − так называемая «диссипативная» функция. 

2.1  Определяющие соотношения для локально изотропной турбулентности  
Статистические характеристики и трансформационные свойства пульсирующих мел-

комасштабных полей  u′  и θ′  играют, как известно,  ключевую роль в проблеме замыка-
                                                 

iv) Следует отметить, что уравнение притока тепла (3) записано здесь для случая развитой тур-
булентности, когда  в структуре пульсационного поля устанавливается  такое квазистационарное 
состояние, при котором турбулентная энергия b  приблизительно сохраняется как во времени, так 
и в пространстве49. 
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ния известной цепочки моментных уравнений в турбулентности (в частности, уравнений 
для средних моментов низкого порядка),  поскольку именно они обусловливают характер 
определяющих соотношений,  связывающих турбулентные потоки количества движения  
R  и температуры T

θq  с крупномасштабными  полями 〉〈u  и 〉〈θ , определяя, к тому же, и 
саму структуру турбулентных коэффициентов переноса.  Напомним, что мелкомасштаб-
ное турбулентное поле является  изотропном, когда  любая характеризующая ее статисти-
ческая величина инвариантна относительно поворотов системы отсчёта.  Если, кроме это-
го, все осреднённые характеристики инвариантны  при отражении xx −→  в произвольной 
плоскости, то турбулентное поле является зеркально-симметричным. Далее мы будем раз-
личать эти два вида симметрии. 

Часто для  реальной, достаточно развитой астрофизической турбулентности,  подвер-
женной слабому воздействию массовых сил с псевдовекторными свойствами, вполне до-
пустимым  приближением является классическая модель локально изотропной (однород-
ной, изотропной и зеркально-симметричной) турбулентности, позволяющая в ряде случа-
ев правдоподобно описывать и крупномасштабную (например, спиральную) структуру 
турбулентного течения в каком-либо космическом объекте, например, в Галактике50.  Со-
гласно концепции Колмогорова10,11 в пределе больших чисел Рейнольдса  1>>Re   (здесь 

ν/00luRe ≡ ,  〉′〈= 2
0 uu – характеристическая скорость пульсационного поля скорости) 

мелкомасштабное турбулентное поле  гидродинамических параметров   является  локаль-
но изотропным, т.е. инвариантным относительно любых параллельных переносов, враще-
ний и зеркальных отражений. В  этом традиционном случае  часто можно ограничиться   
следующими  градиентными  соотношениями для симметричного тензора Рейнольдса 

)( t,xR  и вектора турбулентного переноса тепла )(θ t,T xq : 

SIuuR Tb ν23
2 +−=〉′′−〈≡ ,                       εν( 2 /bCb

T = ,    09.0=bC ),  (4) 

( )ad
TT 〉∇〈−〉∇〈−=〉′′〈≡ θθκθ θθ uq ,          θθ σνκ( /TT = ,    )17.0σθ −= .  (5) 

Здесь 〉′〈≡ 2/2ub – турбулентная энергия; 〉∂′∂+∂′∂〈≡ 2)//()2/ν(ε kjjk xuxu – диссипация 
турбулентной энергии  (величина, характеризующая  скорость превращения турбулентной 
энергии  b  в тепловую энергию  по мере того, как мелкие вихри u′×∇=ω′ деформируют-
ся под действием вязких напряжений);  

( )kjjkjk xuxu ∂〉∂〈+∂〉∂〈= //)( 2
1S  

 – симметричный тензор деформации среднего поля скорости;  ad〉∇〈θ  − адиабатический 

градиент средней температуры (для идеального газа pzpad сgс //θ ig −==〉∇〈 );  Tν ,  

p
TT с〉〈= ρ/λκ θθ  – соответственно турбулентные коэффициенты вязкости и температуро-

проводности; I − единичный тензор Кронекера, jkjk δ)( =I . Для расширения области при-
менения определяющих соотношений (4)-(5) на более реалистичный случай  отсутствия 
внутреннего равновесия между полем мелкомасштабной турбулентности и полем осред-
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нённых параметров течения, в астрофизической литературе нередко используется один из 
вариантов полуэмпирической модели Прандтля- Колмогорова, например,  « ε−b » модель.  

Для  жидкости со свойствами Буссинеска уравнение переноса для кинетической энер-
гии турбулентных пульсаций b  принимает вид 

εα: θθ −⋅−〉∇〈=⋅∇+ gquRJ TT
bDt

Db ,  (6) 

где 

bp
b

T
T
b ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=′∇−′′+′≡
σ
νν2/ν)2/( 22 uuuJ ,         ( 6.0σ =b )   (7) 

– диффузионный  поток энергии b , связанный с различными механизмами её турбулент-
ного переноса в координатном пространстве; величина gq ⋅− T

T θα ,  определяемая в рас-
сматриваемом случае формулой 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+

∂
〉∂〈

〉〈
−≅⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−〉∇〈⋅

〉〈
=⋅−

p

T

p

T
T

с
g

z
g

с
θ

θσ
νθ

θσ
να

θθ
θθ

gggq , 

описывает генерацию энергии b , обусловленную неоднородным распределением темпе-
ратуры в стратифицированной в поле силы тяжести космических газовых масс.  Заметим, 
что для самоподдерживающегося турбулентного поля скорость диссипации ε  должна 
иметь тот же порядок величины, что и скорость генерации турбулентности сдвиговым по-
током 〉∇〈〉∇〈=〉∇〈 uuuR :ν: T . Уравнение (6)   удобно представить   в виде 

( ) ε
σ
11:ν

σ
ν

θ
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−〉∇〈〉∇〈=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∇⋅∇− Rib

Dt
Db T

b

T
uu ,     εν( 2 /bCb

T = ),  (6*) 

где  

( )〉∇〈〉∇〈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−〉∇〈⋅

〉〈
≡ uugg :/θ

θ pс
Ri (8) 

– градиентное число Ричардсона,   учитывающее  влияние термической стратификации 
среды на эволюцию турбулентности. Из (6*) следует, что если число Ричардсона меньше 
его критического значения, θσ=< crRiRi , то турбулентная энергия генерируется сдвигом 
скорости; когда θσ→Ri , то соответствующая сумма членов в уравнении баланса турбу-
лентной энергии обращается в нуль, а это означает, что  турбулентное движение не под-
держивается.  Если 0>Ri  (архимедова сила является возвращающей, стратификация гид-
ростатически устойчива),  то турбулентность  тратит энергию на работу против архимедо-
вой силы и потому развивается относительно слабо.  При 0<Ri  сила Архимеда, которая в 
этом случае является ускоряющей (стратификация неустойчива) всегда служит дополни-
тельным источником энергии турбулентной конвекции.  

Второе необходимое для замыкания системы (1)-(5) уравнение, а именно – уравнение 
для скорости диссипации турбулентной энергии   
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=〉′∂〈≡ 2)(νε kju Ων2ν 2 =〉ω′〈 ,  

в  приближении Буссинеска принимает вид 

( )
b

C
b

С
tDt

D TT
2

2εθθ1εε

ε
α:ε)ε(εε

−⋅−〉∇〈+⋅−∇=〉〈∇+
∂
∂

≡ gquRJu ,  (9) 

где  

ε
σ
νννν2):(ν
ε

2
ε ∇⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−=ω′∇−′∇⋅′∇+′′∇′∇≡

T
T puuuuJ   (10) 

– диффузионный турбулентный  поток скорости диссипации ε , связанный с различными 
механизмами её турбулентного переноса в координатном пространстве x ;  43.11ε =С , 

92.12ε =С , 1σ =b , 13.1σε =   – универсальные константы. 
Решение системы уравнений (1)-(3), (6)  и (9) зависит от начальных и граничных усло-

вий, налагаемых на величины )( t,xu〉〈 , )(θ t,x〉〈 , )( t,b x  и )(ε t,x . Необходимость в форму-
лировании этих условий возникает в связи с постановкой  конкретных модельных задач, 
касающихся, например,  проблемы воссоздания эволюции немагнитного астрофизическо-
го диска.  Простейшими граничными условиями для системы (1)-(3) в этом случае оказы-
ваются так называемые свободные граничные условия) 

0)( =〉〈 ±hz t,u x ,   0)()( =〉〈
∂
∂

=〉〈
∂
∂

±± h
y

h
x t,u

z
t,u

z
xx ,  0)(θ =〉〈 ±ht,x ,  (11) 

где h±   − верхняя и нижняя граница диска. 
Из приведённых замыкающих соотношений видно, что   коэффициенты Tν  и 

p
TT с〉〈= ρ/λκ θθ , являясь функциями осреднённых параметров состояния среды,   зависят 

также от статистических характеристик мелкомасштабного  поля пульсационных скоро-
стей u′ , таких, как b  и ε .  Коэффициенты турбулентной вязкости Tν  и теплопроводно-

сти T
θλ  обычно считаются положительными величинами. Однако, как же упоминалось 

выше,  для  двумерного течения  было показано, что турбулентная вязкость может быть 
отрицательной величиной39,41.  В этой связи важно иметь в виду, что в  отличие от  моле-
кулярных коэффициентов вязкости ν  и теплопроводности θλ  (характеризующих физиче-
ские свойства жидкости),  положительность которых имеет глубокое обоснование в тер-
модинамике необратимых процессов51,  положительность турбулентных коэффициентов 
переноса (характеризующих статистические свойства турбулентного движения) не имеет 
термодинамического доказательства.   

В работе автора52, посвящённой  термодинамическому моделированию процессов пе-
реноса в турбулизованной жидкости, было показано, что  в подсистеме  вихревого  хаоса, 
отвечающей мелкомасштабным пульсациям структурных параметров (стохастический 
компонент турбулентного течения), по мере развития турбулентности устанавливается 
квазистационарный режим между отбором энергии у “внешней среды” (связанной с ос-
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реднённым турбулентным движением) и потерей  энергии из-за диссипативных процессов 
в самом вихревом континууме, при котором производство  энтропии хаоса  компенсиру-
ется её оттоком в подсистему осреднённого движения. Другими словами, для поддержа-
ния такого квазистационарного состояния внутри открытой подсистемы турбулентного 
хаоса необходим  приток  отрицательной энтропии (негэнтропии) от “внешней среды”. 
Именно эта поступающая в подсистему мелкомасштабных вихрей негэнтропия расходует-
ся на возникновение и последующую эволюцию  в ней мезомасштабных  пространствен-
но- временных вихревых структур. Подобное  явление относится  к  всё ещё недостаточно 
изученной тенденции турбулентного течения самоорганизовываться при больших числах 
Рейнольдса в крупно-и мезомасштабные когерентные вихревые образования53.   

Своеобразие термодинамического подхода к выводу замыкающих соотношений в  тур-
булизованной жидкости состоит  в том, что  исключение одной термодинамической силы 

kX  (или части сил) может изменить всю матрицу онзагеровских феноменологических ко-
эффициентов kjL . С учётом этого обстоятельства становится необязательным обычное 
требование положительной определённости каждого отдельного слагаемого в  выражении 
для полного производства энтропии 0σ

,
>= ∑ jk

kjjkS XXL  в системе. Вследствие этого, 

суперпозиция  различных термодинамических потоков в системе может приводить, в об-
щем случае, к отрицательным значениям некоторых диагональных элементов матрицы  
феноменологических коэффициентов kjL , и тем самым  к отрицательным значениям  от-
дельных коэффициентов  турбулентного обмена.  В работе49 в рамках термодинамическо-
го подхода была показана  возможность отрицательных значений коэффициента турбу-
лентной вязкости ( 0ν <T ) для некоторых трёхмерных течений, которая для развитой ги-
ротропной турбулентности может реализоваться  благодаря воздействию вихревого дина-
мо, когда мелкомасштабная турбулентность усиливает и укрупняет вихри, порождая 
крупные вихревые образования.  

В заключение заметим, что функции DΦ , с  учётом  соотношения Прандтля (4),  можно 
придать  следующий вид  

2

2
ν:ν2:1
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D x
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u

ссс
uSuRΦ . 

Из этого соотношения следует, что  если 0ν <T , то функция DΦ  также будет отрицатель-
ной,  т.е. в этом случае турбулентная энергия мелкомасштабных пульсаций (см. уравнение  
(6)) уже «не диссипирует», а наоборот,  расходуется на генерирование  крупно- и мезо-
масштабных когерентных вихревых структур. Следовательно, при наличии отрицательной  
турбулентной вязкости осреднённое течение (в том числе крупномасштабные  вихревые 
образования)  получает кинетическую энергию от мелкомасштабных вихревых движений  

...:/2)( 2 +〉∇〈−=〉〈 uRu Dt/D   ; 

при этом сами хаотические вихревые движения либо постепенно ослабевают (см. (6)), ли-
бо поддерживаются за счёт локального притока тепла в систему, связанного с  некоторы-
ми другими внутренними процессами37, например, регулярным преобразованием «хими-
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ческого» тепла в кинетическую энергию мелкомасштабных возмущений. В частности,  
для влажной гиротропной атмосферы мелкомасштабная турбулентность может поддержи-
ваться  за счёт скрытых потоков тепла при конденсации водяного пара54. 

Итак, в случае зеркально-симметричной турбулентности определяющие соотношения 
(4) и (5),   совместно с уравнениями (6) и (9) полностью замыкают гидродинамические 
уравнения (1)-(3) для осреднённых полей скорости 〉〈u  и температуры 〉〈θ . Однако прак-
тика моделирования показала, что подобный подход, не учитывающий возможности обра-
зования разномасштабных когерентных  вихревых структур,   оказывающих сильное вли-
яние на динамику течения космического вещества,  имеет узкую область применения при 
анализе процессов турбулентного переноса  в немагнитном астрофизическом  диске. 

3     СПИРАЛЬНАЯ ТУРБУЛЕНТНОСТЬ  
Перейдём теперь к рассмотрению зеркально- несимметричной турбулентности в  диске. 

Отметим, прежде всего, что при существовании зеркальной симметрии мелкомасштабного 
поля пульсационных скоростей u′  вихревая спиральность H  (в случае преобразования 

xx −→  координат)  должна оставаться, с одной стороны, неизменной, поскольку  все ста-
тистические свойства этого поля  не меняются при зеркальном отражении, но с другой 
стороны она должна изменить знак, поскольку H – псевдоскаляр. Поэтому для зеркально- 
симметричной турбулентности 0=H . Таким образом, величина 0≠H , связанная с топо-
логической структурой сложного поля завихрённости, является фундаментальной мерой 
«отсутствия отражательной симметрии» в турбулентности. При этом следует иметь в ви-
ду, что поле u′  с отличной от нуля средней спиральностью,  представляющее из себя ани-
зотропный континуум, образованный совокупностью произвольно ориентированных мел-
комасштабных вихрей (в котором, однако,  правовращательные вихревые структуры более 
вероятны, чем левовращательные или наоборот),  может не проявлять зеркальную сим-
метрию только лишь по отношению к одной  плоскости.   

Примером такого поля является турбулентное поле пульсационных скоростей во вра-
щающейся  конвективной зоне солнечного протопланетного диска,  когда возможно гене-
рирование  спиральности под воздействием кориолисовой силы  〉〈× u02Ω  и стратифика-
ции   массовой плотности в поле силы тяжести g . Средние свойства такого поля не оста-
ются инвариантными при отражениях в центральной  плоскости диска, zz −→ . Важно 
иметь в виду,  что для  спиральной турбулентности определяющие соотношения (4) и (5) 
уже не вполне пригодны и нуждаются в определённой  модификации, учитывающей  ве-
роятную анизотропию поля мелкомасштабной турбулентности (см., например,14,49,57-60). 
Более того, в случае  спиральной турбулентности  закон парности (симметричности)  тен-
зора Рейнольдса R  может нарушаться на макроуровнеv), jiij RR ≠ 6,55,60-63.  Прежде чем 

                                                 
v) При пространственном осреднении гидродинамических уравнений для мгновенного движе-

ния, исключающем традиционный рейнольдсовский постулат о коммутативности операций осред-
нения и дифференцирования, получается осреднённое уравнение движения с несимметричным 
тензором Рейнольдса )0,,0,( tQR ijij x≡ , где  〉++′′〈= )τ,ξ(),()τ,,ξ,( tututQ jiij xxx  - несимметрич-
ный корреляционный тензор второго порядка55. Заметим, также, что ещё  Рейнольдс в своей ори-
гинальной публикации56, усредняя поля скоростей по объёму и отнеся различные  средние значе-
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привести возможный вариант  такого рода обобщённых реологических соотношений для 
турбулентных потоков R  и T

θq , рассмотрим   ключевое при моделировании процессов 
переноса в  гиротропной турбулентности  эволюционное уравнение  для  осреднённой  
вихревой спиральности H .   

3.1  Уравнение переноса для вихревой  спиральности   

Вывод уравнения  для вихревой спиральности 〉ω′⋅′〈≡ uH  приведен в работе автора64. 
В  предположении, что система координат вращается вокруг фиксированной в простран-
стве оси 0z с постоянной угловой скоростью 0Ω ,  это уравнение имеет следующий вид:  

{ }+∇−⋅−∇=∇⋅〉〈+
∂
∂

≡ HHHH
H ν)( T

tDt
D Ju  

Hεθα)(: θ
ω −ω′′⋅−〉ω〈⋅∇−−〉ω∇〈+ gR aa bG ,  (12) 

где 02Ω+ω=ωa  – так называемый абсолютный вихрь; 

( ) HH ∇−=ω′)′−′−′ω′⋅′≡
ε

ρ(
2

10
2

2
1 bC/pT

H uuuJ  ,     ( 16.01 ≅HC )  (13) 

– диффузионный  поток спиральности H , связанный с различными механизмами её тур-
булентного переноса в координатном пространстве; 

HHH b
C

xx
u

j

k

j

k εων2ε 2=
∂
′∂

∂
′∂

≡ ,          ( 12 ≅HC )  (14) 

– скорость диссипации спиральности в турбулентном потоке;  

〉ω′×′〈≡ ux )(ω t,G   (15) 

– турбулентная  сила вихревого динамо  (аналог турбулентной электродвижущей силы 
Bu ′×′≡ −1сG  в законе Ома для средних электромагнитных полей6,14,15, которая, при учёте  

тождества aaaaa )()( 2
2
1 ∇⋅−∇=×∇× ,  может быть преобразован к виду 

Ruuuuu ⋅∇+∇=〉′′〈⋅∇−〉′∇〈=′×∇×′≡ b2
2
1ω )(G .  (16) 

С  учётом этого соотношения  уравнению (12) можно придать вид 

{ } HH H εθα:ν θ −ω′′⋅−〉ω〈⋅∇−〉ω∇〈+∇−⋅−∇= gRRJ aa
T

Dt
DH ,  (17) 

 

                                                                                                                                                             
ния  к центру масс этого объёма, полагал  компоненты турбулентных напряжений ijR  и ijR   раз-
личными.  
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из которого, в частности,  следует, что спиральность H  генерируется в отражательно-
несимметричной турбулентности  благодаря вращению, неоднородности температуры и 
интенсивности турбулентных пульсаций.  

Для  развитой турбулентности, когда в потоке устанавливается локально- стационарное 
состояние поля спиральности,  из уравнения (17), в предположении пространственной од-
нородности крупномасштабного  осреднённого течения 〉〈u ,  можно найти  явную алгеб-
раическую связь спиральности H  с угловой скоростью вращения астрофизического диска,  
неоднородностью  его температуры (плотности) и   интенсивности турбулентных пульса-
ций.  Действительно, в этом случае, при использовании тождественного преобразования 

 

=〉ω〈⋅⋅∇−〉ω∇〈 aa )(: RR { }−〉ω〈⋅⋅∇ R )()(2 0Ω+〉ω〈⋅⋅∇ R , 

уравнение (17)  можно преобразовать к  виду 
 

Hεθα)()(20 θ0 −ω′′⋅−+〉ω〈⋅⋅∇−= gR Ω .  (18) 

Отсюда, с учётом определяющего уравнения (4) для тензора  Рейнольдса (в предположе-
нии пространственной однородности осреднённого течения 〉〈u ) и справедливости при-
ближенного соотношения  

T
b θθ qH

≅ω′′ ,  (19) 

получим искомое соотношение: 
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Таким образом, тепловая турбулентная конвекция в вертикальном направлении аккре-
ционного диска на некоторых расстояниях от прото- звезды  в  областях между его эква-
ториальной плоскостью и «верхней» поверхностью с большей вероятностью приводит к 
левовинтовым  спиральным движениям, поскольку поднимающееся вещество будет рас-
ширяться и вращаться под действием сил Кориолиса, приводя, таким образом, к левовин-
товому спиральному движению. При этом, опускающееся вещество будет сжиматься,  и 
под действием этих сил  будет вращаться в противоположном направлении, опять таки 
совершая левовинтовое движение. Напротив,  в «нижней» части диска будет преобладать 
правовинтовые спиральные движения. Баланс левовинтовых и правовинтовых винтовых 
движений возможен  только в окрестности экваториальной плоскости диска при отсутст-
вии градиента b∇  интенсивности турбулентности, т.е. уже на самых поздних этапах эво-
люции аккреционного  диска.  

3.2  Определяющие законы для зеркально-несимметричной  турбулентности.  

Проблема замыкания для зеркально-несимметричной турбулентности оказывается бо-
лее сложной, чем в традиционном изотропном случае14, поскольку в модифицированных 
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уравнениях (4)-(5) для тензора Рейнольдса  〉′′−〈≡ uuR  и  вектора турбулентного переноса 

тепла 〉′′〈≡ uq θθ
T  появляется целый ряд дополнительных членов, обусловленных теми 

векторными полями,  благодаря которым возникает анизотропия мелкомасштабного тур-
булентного поля. В частности, при моделировании дисковой спиральной турбулентности 
в  структуре феноменологических коэффициентов следует учитывать возможную анизо-
тропию поля мелкомасштабной турбулентности, обусловленную действием кориолисовой 
и гравитационной сил g . 

Чтобы не осложнять изложение, рассмотрим  здесь относительно простую модифика-
цию определяющих соотношений (4)-(5), отвечающую пространственной  изотропии ко-
эффициентов турбулентного переноса. Более общие определяющие соотношения  для 
спиральных турбулентных течений, в частности,  с тензорными феноменологическими 
коэффициентами,   можно найти, например, в  работах57,58,65. Ограничимся также случаем 
простых алгебраических моделей замыкания, когда в определяющих соотношениях доста-
точно учитывать пространственные производные только первого порядка.  Тогда в линей-
ном приближении, относительно направления анизотропии (неоднородности) мелкомас-
штабного турбулентного поля, характеризуемого вектором g  или H∇ , возможна сле-
дующая модификация градиентных  соотношений (4)-(5) (см., например,45,57,58,63-65):   
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Здесь ijkε  – единичный антисимметричный тензор Леви-Чивита;   

ε
ν

2bCb
T = ,  3

4

1ν
ε

ν bCT
H = ,   2

3

θ2νθ ε
αν bCT = ,    09.0=bC ,  5.01ν ≈C ,  (23) 

θ
θ σ

νκ
T

T = ,  2

3

θθ ε
κ bС s

T
s =    )2,1( =s ,    17.0σθ −= ,  constС s −θ , 1=sС   (24) 

– скалярные феноменологические коэффициенты. Третий и четвёртый члены в соотноше-
нии (21) описывают влияние интегральной спиральности на симметричную часть тензора 
напряжений, т.е. влияние двух возможных направлений винтовых движений. 
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3.3 Вращательная вязкость.  

Заметим, что  в последнее время вновь возродился интерес к  асимметричной  турбу-
лентностиvi), обусловленный  существенными  достижениями в  области проблемы про-
странственного осреднения различных уравнений движения в механике сплошных сред, 
включая, например,  течения жидкости в пористых средах, течение взвесенесущих пото-
ков и т.п. Так,  в ряде работ (см., например,55,66-68) было показано,  что при более аккурат-
ном пространственном осреднении гидродинамических уравнений (исключающем тради-
ционный рейнольдсовский постулат о коммутативности операций осреднения и диффе-
ренцирования), с целью описания  движений малых элементов жидкости в макромасшта-
бе, получаются уравнения движения с несимметричным тензором Рейнольдса kiik RR ≠ . 
Эти уравнения содержит, в частности, составляющие с вращательной вязкостью, связан-
ные с антисимметричной частью   )(2

1
jiij

a
ij RRR −≡  турбулентного тензора напряжений 

ikR . В работе автора69 было показано, что  в отличие от ламинарного течения в спираль-
ной  турбулентности, когда течение утрачивает симметрию при отражении,   закон парно-
сти jiij RR =  турбулентных  напряжений, соответствующих такому течению,  может  на-
рушатьсяvii). При этом, роль статистической характеристики мелкомасштабного поля ско-
рости u′ , способной обеспечить появление этого эффекта, может выполнять   лишённая 
отражательной симметрии вихревая спиральность. 

С учётом асимметричности тензора турбулентных напряжений  Рейнольдса для тен-
зора ikR   было получено представление 

=〉′′−〈≡ jiik uuR  a
ik

s
ik RR + ,   (25) 

где симметричная часть )2
1

kiik
s
ik R(RR +≡  задаётся формулой (21), а для антисимметрич-

ной части  справедливо соотношение  

[ ]JmRRR kkijk
T
rotjiij

a
ij /ωεν)(2

1 −〉〈−=−≡ ,  (26) 

отвечающее в немагнитной спиральной турбулентности новому диссипативному процес-
су. Здесь km , 2

0 )(lJ ≅  − соответственно эффективные собственный момент импульса и 

момент инерции турбулентных вихрей; T
rotν  − вращательная турбулентная вязкость, кото-

рая,  являясь функцией осреднённых параметров состояния среды,   зависят также от ста-
тистических характеристик мелкомасштабного  поля пульсационных скоростей u′ , в ча-
стности, от завихрённости u′×∇ , характеризующей вихревую “анизотропию” турбулент-
ного течения на микроуровне; при этом коэффициент T

rotν  является псевдоскаляром, по-
скольку тензор 〉〈 akijk ωε −  псевдотензор второго порядка.  По этой причине вращательная 

                                                 
vi) Асимметричная  гидромеханика братьев Ф. и Е. Коссера давно получила широкое 

признание, например,  в теории жидких кристаллов и теории жидкого гелия. 
vii) Это мнение противоречит концепции Моффата20, который сохранил симметрию тензора 

турбулентных напряжений. 
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вязкость T
rotν , может быть отличной от нуля только тогда, когда само  поле пульсацион-

ных скоростей не является статистически инвариантным относительно преобразования 
чётности, в частности, когда спиральность 0≠H .  Действительно, в случае турбулентно-
сти с зеркальной симметрией, коэффициент T

rotν  не изменяется при  выполнении преобра-

зования отражения, но, с другой стороны, коэффициент T
rotν  должен изменить свой знак, 

поскольку он является псевдоскаляром. Отсюда следует, что для изотропной и зеркально-
симметричной турбулентности коэффициент 0ν =T

rot .  
По поводу соотношения (26) следует заметить следующее. Как известно, согласно 

классической  теореме Нетер каждому топологическому свойству динамической системы 
соответствует свой закон сохранения. В работе45 было показано, что появление дополни-
тельных топологических особенностей течения в спиральной турбулентности обязано за-
кону сохранения  момента импульса турбулентных вихрей (молей).   Однако  этот закон 
нетривиален лишь при антисимметричности тензора  напряжений Рейнольдса.  Таким об-
разом, для замыкания соотношения (26)  необходимо дополнительно привлекать к рас-
смотрению (как и в асимметричной гидромеханике Коссера68) закон сохранения собствен-
ного момента импульса турбулентных вихрей km , который добавляет в полную систему 
осреднённых гидродинамических уравнений для спиральной турбулентности собственный 
спин турбулентного вихря (см., например,55,67,68).  

Следует отметить, что соотношение (26),  содержащее члены с вращательной турбу-
лентной вязкостью T

rotν , является одним из вариантов так называемого Λ – эффекта70 в 
спиральной турбулентности немагнитной жидкости, поскольку именно спиральность яв-
ляется той специфической  характеристикой анизотропного турбулентного поля, на кото-
рой базируются физические модели Λ – эффекта.  Этот эффект, представляющий  собой 
аналог α - эффекта в МГД- турбулентности, описывает, в конечном счёте, механизм гене-
рации мезомастабных вихрей полем гиротропной  турбулентности, в  более общем случае 
ассиметричной турбулентности − механизм генерации крупномасштабных вихрей полем  
завихрённости среднего движения при взаимодействии его с собственными моментами 
импульса km турбулентных молей − сопряжёнными переменными завихренности55,71.  

4   УРАВНЕНИЕ ДИФФУЗИИ ОСРЕДНЕННОГО ВИХРЯ  

Введём теперь в рассмотрение  одно из основных  для адекватного  описания   спираль-
ной  турбулентности  уравнение, а именно – эволюционное уравнение  распределения  ос-
реднённого вихря 〉ω〈  при произвольном непрерывном движении жидкости. Уравнение 
диффузии завихрённости 〉ω〈  в рассматриваемом здесь  приближении  Буссинеска  может 
быть получено путём  применения операции ротора к уравнению движения (2) для  сред-
ней скорости; в результате будем иметь64  

ω2

0
ν

ρ
ρ)( G×∇+〉ω〈∇+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 〉〈
∇×−〉〈∇⋅〉ω〈=〉ω〈 guaaDt

D .  (27) 

Это  уравнение совместно с уравнением Пуассона для  давления  
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u
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(результат  взятия дивергенции от (2)), составляют систему двух уравнений полностью 
эквивалентную уравнению движения (2). Поскольку распределение завихрённости 〉ω〈  в 
потоке часто является локальным (даже в тех случаях, когда поля  〉〈u  и P∇  распростра-
няются на все пространство), то  моделирование  осреднённого движения турбулизован-
ной жидкости при  помощи поля завихрённости 〉ω〈  во многих случаях может оказаться 
более экономным, чем при помощи осреднённого поля скорости 〉〈u .  

Из тождества R⋅∇+∇≡ bωG  следует, что  вихревое динамо  ωG×∇  отлично от нуля 
лишь в том случае, когда статистические свойства поля скорости u′   зависят от координат 
(иными словами поле u′является пространственно неоднородным). Такая неоднородность 
может быть вызвана, в частности,  с неоднородностью деформирующего действия круп-
номасштабного поля скоростей 〉〈u . Если  использовать для тензора R  традиционное 

градиентное представление (4), то 〉ω〈∇=×∇ 2ω νTG .  Таким образом, в этом случае изо-
тропная  отражательно-симметричная (в статистическом смысле) турбулентность может 
вызывать только турбулентную диффузию осреднённой завихрённости 〉ω〈 , которая, как 
правило,  много эффективней молекулярной.  Вместе с тем, возникающая в  сильно вра-
щающихся астрофизических объектах спиральная турбулентность  способна действовать  
и как генератор  крупномасштабного вихревого поля 〉ω〈 (в случае когда 

〉ω〈∇≠⋅∇×∇=×∇ 2ω ν)( TRG , или когда 0ν <T ) обеспечивая при надлежащем опреде-
лении тензора сдвиговых турбулентных напряжений (см. (21) и (26))  его экспоненциаль-
ный рост.  Другими словами, спиральная турбулентность через механизм вихревого дина-
мо  

( ) ( )
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  (29) 

может усиливать и укрупнять вихри, порождая когерентные вихревые структуры во вра-
щающемся газе32-34,44-46.  Более того,  механизмом вихревого динамо в спиральной турбу-
лентности, когда  в результате реализации обратного энергетического каскада генериру-
ются  и поддерживаются крупно- и мезомасштабные  вихревые образования, осуществля-
ется и их энергетическая подпитка.  Таким образом,  вследствие перераспределения тур-
булентной энергии, вихревое динамо в дисковой турбулентности  может породить иерар-
хическую систему плотно упакованных пакетов энергетически ёмких вихрей  (определён-
ного размера и, в общем случае, с фрактальным распределением  массовой плотности49), 
приводящую, в конечном счёте, к интенсификации механических и физико-химических 
взаимодействий между частицами космического вещества (в общем случае гетерогенно-
го),  в результате чего возможно  самопроизвольное образование и рост газопылевых кла-
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стеров,   стимуляция процессов конденсации и фазовых переходов,  процессов массо- и 
теплообмена между различными областями диска, существенная модификация спектра 
колебаний и т.п. Естественно, на заключительной фазе процесса образования крупномас-
штабных газопылевых сгущений в области внутренних планет решающая роль должна 
принадлежать силе самогравитации72. 

5    СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАКОНЫ  В СПИРАЛЬНОЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 

Предположим, что некоторый источник пульсационной кинетической энергии  на мас-
штабе возбуждения турбулентности  00 /1k l=  (вдали от диссипативного масштаба) в ре-
зультате взаимодействия архимедовых и кориолисовых сил  в  сильно вращающемся дис-
ковом веществе сгенерировал  также отличную от нуля вихревую спиральность H .  То-
гда, в частном случае пространственно однородной турбулентности, свободное вырожде-
ние турбулентного движения жидкости,  согласно  уравнениям (6) и (12), происходит по 
законам  

〉ω′〈=〉′∂〈−≡−=∂∂ 22 ν)(νε kjutb/ ,   (30) 

〉′∂′〈∂−=−=∂∂ kjkjut ων2εHH/ .  (31) 

Отсюда видно, что в невязком пределе 0ν→ , в отсутствии диссипации и накачки движе-
ния (во всей инерционной области νν0 /1kkk l=<<<< , разделяющей зоны генерации  и 
диссипации  турбулентной энергии  в пространстве волновых чисел k ; здесь  

4/13
ν )ε/ν(=l – колмогоровский диссипативный  масштаб)  спиральность  H  пульсацион-
ного поля скоростей, подобно турбулентной энергии  b ,  является сохраняющейся вели-
чинойviii).  Заметим, что сохранение спиральности в каскадном процессе означает также 
сохранение структуры «узловатости» (т.е. общего числа зацеплений вихревых трубок друг 
с другом при гладкой деформации течения и условии сохранения циркуляции скорости) 
вихревого поляix), которая  остаётся неизменной в каскадном процессе в инерционной об-
ласти, но уничтожается вязкостью на масштабах νl .  

Свободная эволюция трёхмерной изотропной турбулентности  несжимаемой жидкости 
сопровождается, как известно, каскадным переносом турбулентной энергии 
                                                 

viii) Важно отметить, что диссипативный масштаб для спиральности Hl  не совпадает, вообще 
говоря, с колмогоровским масштабом νl , но отношение этих двух масштабов  28/9/ νν ≈Hll стремится 
при больших числах Рейнольдса (малая вязкость) к нулю. Это означает, что в мелкомасштабную 
часть спектра спиральность не доходит73. 

ix) Напомним, что когда отдельная вихревая нить jC , прежде чем замкнуться, обвивается во-
круг себя, то на ней появляется узел. Вихревая спиральность как раз и определяет число заузлен-
ных и зацепленных вихревых трубок в объёме, занятом жидкостью: jiijij

ΓΓ2α∑=H ; здесь ijα – ко-

эффициенты зацепления  вихревых нитей − положительные или  отрицательные целые числа, свя-
занные с  числом витков  одной нити iC  вокруг другой jC ; jΓ – циркуляция отдельной вихревой 
нити18,19. Таким образом, при генерировании вихревой спиральности появляются крупномасштаб-
ные зацепления вихревых линий рассматриваемого  турбулентного течения. 
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∫=〉′〈≡ k(k)22 db/b u   к малым масштабам.  Скорость диссипации ε  турбулентной энер-

гии, считавшаяся  в первоначальной теории Колмогорова11 универсальной константой,  
характеризует в этом случае также и поток кинетической энергии b , который переносится 
каскадным образом без потерь вдоль последовательно возрастающих волновых чисел 

1kk −>> nn    (уменьшающихся масштабов длины, nnl /k1= )  внутри инерционного интер-
вала до тех пор,  пока не достигает диссипативного  масштаба νl . Так как в инерционном 
интервале  изотропная спектральная плотность  энергии (k)b  статистически не связана с 
источником энергии, ограниченным волновым числом 0k , то  она  в пространстве волно-
вых чисел описывается классической формулой Колмогорова  

3532 kε(k) //
bKb −= ,      ( 4/13

0 )ν/ε(kk <<<< ),  (32) 

которая может быть получена из соображений размерности. Здесь  06.044.1 ±=bK − без-
размерная постоянная константа Колмогорова. 

По аналогии с энергетическим спектром (k)b   можно ввести в рассмотрение  спек-

тральную  плотность  спиральности (k)H  таким образом,  что  k(k) d∫=〉ω′⋅′〈≡ HH u . 

Если в двухмерном случае спектральные плотности энергии (k)b  и энстрофии (k)Ω свя-

заны соотношением   (k)k(k) 2 b∝Ω , то для спектральной плотности спиральности суще-
ствует только ограничение сверху24  

(k)k2(k) b≤H    (33) 

и известные аргументы9, приводящие к выводу о существовании двух инерционных ин-
тервалов как в двухмерной турбулентности, в этом случае не работают. Неравенство (33) 
позволяет,  однако,  реализоваться  двум сценариям поведения спиральности в трёхмер-
ном гиротропном турбулентном потоке23. Во-первых, возможен режим, при котором  име-
ет место  одновременный прямой каскад обеих сохраняемых величин b  и  H  к малым 
масштабам. Во-вторых,  в отдельных случаях,  по аналогии с двухмерной турбулентно-
стью, реализуется   каскад  этих величин   к противоположным концам инерционного ин-
тервала, причём прямой каскад  спиральности H  к мелким масштабам сопровождается 
синхронным  обратным  каскадом энергии b  к крупным масштабам, т.е. противоположно 
тому, что происходит в «обычном» турбулентном потоке.  Какой сценарий осуществляет-
ся для данного турбулентного течения, зависит от интегральных свойств системы, а также 
от граничных и начальных условий.  

5.1    Каскад энергии при отсутствии вращении  
Рассмотрим вначале  классическую феноменологию Колмогорова10,11, распространён-

ную на спирально-энергетический каскад в отсутствии вращения. Первый сценарий пред-
полагает пассивное поведение спиральности в турбулентном потоке73. Это означат, что 
реализуется обычный колмогоровский каскад энергии (k)b  к малым масштабам с законом 
(32).  Пусть скорость генерирования  спиральности на волновых числах  0k  равна Hε .  
Поскольку спиральность порождается одновременно с энергией, то, очевидно, она огра-
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ничена неравенством вида εkε 0≤H
  23. Если спиральность инжектируется с максималь-

ной скоростью, то  2
0

3
00 /εkε luH . Так как спектр (k)H  должен быть пропорционален 

Hε  (в силу псевдоскалярного характера обеих величин), и единственными дополнитель-
ными параметрами, определяющими  (k)H  в инерционной области ν0 kkk <<<< , могут 
быть  ε  и k , то   из соображений размерности следует оценка 

3/531 kεε(k) −−≅ /
HHCH   ,    3532 kε(k) //

bKb −= ,  (34) 

т.е. спектральные функции (k)b  и (k)H  зависят от k  одинаковым образом20.  Здесь  HC – 
универсальная постоянная, аналогичная колмогоровской постоянной bC . Итак, в рассмат-
риваемом сценарии спиральность переносится по всему инерционному масштабу как пас-
сивная примесь,  а  диссипация энергии и спиральности происходит на одних и тех же 
масштабах74. 

При этом следует иметь в виду, что если рассматриваемом потоке жидкости реализует-
ся режим  генерирования почти максимальной спиральности для каждого значения волно-
вого числа, то суммарный перенос кинетической энергии к более высоким волновым чис-
лам будет значительно ослаблен, а потому процесс затухания турбулентности будет суще-
ственно растянут во времени30,75.  Для  рассматриваемого здесь случая дисковой турбу-
лентности отсюда можно сделать следующий важный вывод:  относительно длительное 
существование турбулентности во вращающемся астрофизическом диске (в частности, в 
солнечном аккреционном диске) с полным основанием может быть приписано   её гиро-
тропному характеру. 

Во втором возможном сценарии обычно используется гипотеза о том, что энергетиче-
ский спектр (k)b  может зависеть только от волнового числа k  и постоянного во всем 
инерционном интервале спектрального потока энергии ε  (вносимой в поток на макро-
масштабе 00 /k1=l ).  Спектральная функция спиральности (k)H  определяется при этом 
процессом переноса спиральности от источника, действующего на волновых числах 0k , к 
вязкому стоку на волновых числах νk  и далее.  Соображения размерности приводят в 
этом случае к следующим  спектральным законам для энергии и спиральности 

3/53/2 kε(k) −∝b ,       3/23/2 kε(k) −∝H .  (35) 

Фактически, возможность такого  двойного каскада энергии и спиральности в развитой 
гиротропной турбулентности была предсказана ещё в работе23. Используя феноменологи-
ческие соображения,  эти авторы (см. также76), по аналогии с двумерной турбулентно-
стью, полагали, что возможен  чистый каскад спиральности к большим волновым числам 
(с нулевым энергетическим потоком), наряду с обратным энергетическим каскадом к низ-
ким волновым числам (без потока спиральности).  

Следует, однако,  отметить, что выполненные почти незамедлительно численные экс-
перименты не убедили в  правдоподобности   подобной идеи обратного каскада30,77. Вме-
сте с тем, в более поздних работах78 существование двойного каскада кинетической энер-
гии и спиральности в трёхмерной турбулентности было надёжно подтверждено при пря-
мом численном моделировании  спиральной турбулентности, в частности,   в рамках  LES 
– теории (large-eddy simulation)24.   
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Наряду с этим, в работах79,80 была высказана  продуктивная гипотеза о спиральной 
природе трёхмерных когерентных вихревых образований, возникающих в некоторых слу-
чаях  в турбулентном потоке при больших числах Рейнольдса. Согласно ей,  в турбулент-
ном потоке  возможно существование некоторых локальных областей с ненулевой спи-
ральностью ( 0≠H ), в которых, из-за  возможного  в диссипативном интервале волновых 
чисел подавления спиральностью процесса  рассеяния мелкомасштабной кинетической 
энергии (см. выше), диссипация турбулентной энергии будет происходить менее активно, 
чем  в неспиральных областях. В результате, в трёхмерном потоке возможно возникнове-
ние совокупности  когерентных спиральных структур, разделённых  неспиральными 
(«обычными») диссипативными вихревыми образованиями (возможно с фрактальной раз-
мерностью), которые  могут взаимодействовать друг с другом, видоизменяясь и объединя-
ясь.  Данная  гипотеза  нашла непосредственное  подтверждение в численном эксперимен-
те при компьютерном моделировании эволюции  потока  вихрей  Тейлора-Грина (см., на-
пример,81)x). В конечном счёте, это пример того, как  мелкомасштабные турбулентные 
движения в спиральной турбулентности на основе обратного спирального каскада  могут 
приводить к появлению мезомасштабных вихревых структур, в частности, смерчей, тай-
фунов, тропических циклонов и других    мощных спиральных вихрей в атмосфере82.   

5.2  Каскад энергии при  учёте вращения  

Поскольку спиральность во вращающихся  астрофизических дисках обязана своим по-
явлением  кориолисовой силе, то источники гиротропности имеются во всех масштабах, в 
том числе и в инерционном масштабе, что, естественно должно оказывать влияние на ме-
ханизм энергетического каскада.  Поэтому важно рассмотреть специфику   прямого и об-
ратного каскада при   наличии  вращения26,27,48.  

Можно предположить, что спектры турбулентной энергии и спиральности имеют сле-
дующий общий вид  

efb
H

a
bCb −≅ kεε(k) Ω ,         hgd

H
c

HC −≅ kεε(k) ΩH .  (36) 

Такой  вид этих функций, принимающий  во внимание  энергию, спиральность и враще-
ние, охватывает все исследованные в литературе случаи; фигурирующие в (34) восемь 
спектральных индексов  могут быть определены из анализа размерностей и феноменоло-
гии явления. Результаты подобного   анализа суммированы в табличном виде в работе25. В 
частном случае, когда   ,a   ,he 3/23/5 === ,b 0= ,c 3/1−=  01 === gf ,d  , из (36) сле-
дует  классическая феноменология Колмогорова (32), (34), распространённая на объеди-
нённый каскад с  энергетической спиральностью.  

В отличие от стандартной трёхмерной турбулентности без вращения, когда энергия пе-
редаётся по каскаду к мелким масштабам, или  двумерного  случая с инверсным каскадом, 
в   присутствии  спиральности наблюдается  как прямой, так  и обратный каскад. В част-
ности, в работах27-29, 47,48,85,86 исследована турбулентность, которая наблюдалась в лабора-
тории, в атмосферных потоках и исследовалась при прямом численном  моделировании. 
Рассмотренный в них  феноменологический подход, основанный на каскаде спиральности 
                                                 

x) Заметим, что существуют, однако,  и другие численные расчёты турбулентного течения  
изотропной  неоднородной жидкости, в которых не наблюдается такого рода корреляции между 
локальной спиральностью и рассеянием мелкомасштабной кинетической энергии83,84.    
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к мелким масштабам,  приводит к различным спектральным индексам. Например, в рабо-
тах47,85 был изучен связанный с  инерционными волнами энергетический каскад. В этом 
случае спектры турбулентной энергии и спиральности имеют  вид  

22/121 kε(k) −= Ω/
bCb ,    22121 kεε(k) −−= //

HHC ΩH .  (37) 

В  работах27-29 исследовано  влияние спиральности на каскад энергии с помощью  пря-
мого численного моделирования вращающейся турбулентности при значениях числа Рос-
сби   0.02. Полученные  при этом результаты свидетельствуют о том, что присутствие 
спиральности играет важную роль в динамике турбулентного течения. Так было показано, 
что    в атмосфере Земли, когда  существует  взаимодействие  турбулентных вихрей с  
инерционными волнами,  при небольших значениях  числа  Россби осуществляется каскад 
энергии к большим масштабам; спиральность при этом  передаётся  по каскаду к малым 
масштабам.  В связи со сказанным отметим ещё раз, что в рамках спиральной  турбулент-
ности, допускающей возможность реализации  обратного энергетического каскада Ри-
чардсона- Колмогорова, возможно не только прогнозировать зарождение  относительно 
устойчивых и энергетически ёмких крупно- и мезомасштабных когерентных вихревых 
структур, но и объяснить эффект отрицательной вязкости в трёхмерной турбулентности. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Изучение проблемы происхождения и эволюции Солнечной системы, возникновения 
разнообразных природных условий на Земле и других планетах представляет одно из 
важнейших направлений современного естествознания. Её решение связано с проведени-
ем комплекса исследований по самым актуальным вопросам астрофизики, геофизики и 
космохимии, на основе развития теории, обобщения и анализа экспериментальных данных 
и разработки математических моделей. За последние годы, благодаря впечатляющим ус-
пехам астрофизики, открытиям протопланетных дисков и внесолнечных планетных сис-
тем, бурному развитию вычислительной математики, расширились возможности ком-
плексных исследований физической структуры и эволюции протопланетного газопылево-
го диска вокруг молодых звёзд солнечного типа, из которых, по современным представле-
ниям, формируются планеты.  Математическое моделирование является, по существу, 
единственным методом, позволяющим реконструировать соответствующие процессы с 
учётом ограничений, накладываемых доступными наблюдательными данными эволюции 
околозвёздных дисков на разных стадиях. Сценарий такой эволюции в общем случае 
включает в себя аккрецию на диск протозвёздного вещества и его температурное фрак-
ционирование, последовательное образование фаз в гетерогенной системе солнечного со-
става при ее охлаждении, сжатие и уплотнение диска вплоть до возникновения гравитаци-
онной неустойчивости пылевого субдиска, образующегося в экваториальной плоскости, 
образование первичных пылевых кластеров, служащих основой зародышей  планет. Оче-
видно, столь сложный характер процессов требует, прежде всего, разработки адекватной 
теоретической основы, на базе которой строятся упомянутые модели. 

Автором данной работы был разработан оригинальный подход с использованием мето-
дов стохастической термодинамики, многокомпонентной гидродинамики и  механики ге-
терогенных сред, позволяющий учесть динамические процессы взаимодействия турбули-
зованного газа и пыли, процессы коагуляции частиц, возникновение когерентных упоря-
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доченностей  на фоне хаотических  движений в крупномасштабных  турбулентных струях, 
а также влияния гидродинамической  спиральности на  эволюцию  турбулентности в  ак-
креционном диске. Этот подход даёт возможность проследить несколько важных этапов 
образования газопылевого диска вокруг молодого Солнца, проходящего стадию Т Тельца,   
его дальнейшую динамическую, термическую и космохимическую эволюцию, включаю-
щую этапы конденсации и уплотнения вещества, вплоть до образования пылевых класте-
ров, служащих зародышами при формировании планетезималей, и в дальнейшем планет-
ных тел.  К сожалению, современная  вычислительная математика все еще не позволяет  
провести в полном объёме комплексный численный анализ крупномасштабных процессов 
в протопланетном диске, отвечающий этим теоретическим разработкам. По этой причине 
в настоящее время численные модели последовательных этапов эволюции протопланетно-
го аккреционного диска строятся с использованием целого ряда упрощений.  

Целью предпринятого здесь исследования является развитие феноменологической мо-
дели трёхмерного турбулентного движения вращающейся жидкости, максимально при-
ближенной к реальности и отвечающей различным динамическим условиям в космиче-
ских и природных средах, в частности в астрофизических немагнитных дисках. По мере 
все более надёжного  подтверждения в численных экспериментах концепции обратного  
каскада энергии в спиральной турбулентности,  включение в математическую модель  ак-
креционного диска этого эффекта, существенно влияющего на его структуру  и динамику,  
приобретает, по нашему мнению, все более веское основание. В работе показано, что 
ключевой статистической характеристикой трёхмерной зеркально- неинвариантной дис-
ковой турбулентности, которая способна обеспечить в нем появление инверсного каскада 
энергии, может служить вихревая спиральность, возникающая благодаря быстрому вра-
щению неустойчиво стратифицированной космической среды и воздействию ряда других 
факторов нарушения симметрии течения космического вещества, такие, например, как  
архимедова сила,  сила гравитации и т.п. Показано также, что  известный эффект отрица-
тельной вязкости в   трёхмерной спиральной турбулентности диска обязан своему возник-
новению инверсному  каскаду переноса мелкомасштабной кинетической энергии от ма-
лых вихрей к более крупным. Обсуждается  концепция возможной энергетической под-
питки мезомасштабных когерентных вихревых структур в термодинамически открытой 
подсистеме турбулентного хаоса механизмом вихревого динамо, когда спиральная турбу-
лентность,  в результате реализации обратного энергетического каскада, генерирует и 
поддерживает крупномасштабные  вихревые поля. Вследствие такого перераспределения 
турбулентной энергии, инверсный каскад  может породить иерархическую компактную 
систему уплотнённых энергетически ёмких вихрей  (определённого размера и с фракталь-
ным распределением  массовой плотности), приводящую, в конечном счёте, к интенсифи-
кации механических и физико-химических взаимодействий между частицами космическо-
го вещества (в общем случае гетерогенного) в аккреционном диске. В результате, возмож-
но  самопроизвольное образование и рост газо-пылевых кластеров,   стимуляция процес-
сов конденсации и фазовых переходов,  процессов массо- и теплообмена между различ-
ными областями диска, существенная модификация спектра колебаний и т.п. Естественно, 
на заключительной фазе процесса образования крупномасштабных газопылевых сгущений 
в области внутренних планет решающая роль должна принадлежать силе самогравита-
ции72. Исходя из приведённых соображений, предлагаемую работу можно рассматривать 
как теоретическую основу для численного моделирования широкого класса явлений в аст-
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рофизических немагнитных дисках,  в которых механика спиральной турбулентности иг-
рает определяющую роль. 

В заключение процитируем слова  выдающегося российского механика акад. Л.И. Се-
дова: «Существенный прогресс в науке, как правило, связан с все более  полным и деталь-
ным проникновением в сущность макроскопических эффектов, проявляющихся на грани 
существующих методов наблюдений и измерений….Нередко учёт малых эффектов, едва 
уловимых на первоначальной стадии исследования, впоследствии, при более глубоком 
проникновении в сущность природы явлений и при расширении поля приложений стано-
вится основой возникновения прогресса»87. 
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