
MATHEMATICA MONTISNIGRI

Vol XXVI (2013) 19–28

ÄÎÏÎËÍÅÍÈÅ Ê ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÎÉ ÒÅÎÐÅÌÅ
ÕÈÍ×ÈÍÀ�ÎÑÒÐÎÂÑÊÎÃÎ È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Â. È. ÃÀÂÐÈËÎÂ, À. Â. ÑÓÁÁÎÒÈÍ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå [3] ñîäåðæèòñÿ ìíîãîìåðíûé âàðèàíò õîðîøî èçâåñòíîé â îä-
íîìåðíîé òåîðèè ãðàíè÷íûõ ñâîéñòâ àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé òåîðåìû À.ß.Õèí÷è-
íà�À.Îñòðîâñêîãî â óñèëåííîé ôîðìå, ïðåäëîæåííîé Ã.Ö.Òóìàðêèíûì (ñì. [1, ãë. II
�7]). Ã.Ö.Òóìàðêèíó [2] ïðèíàäëåæèò òàêæå äðóãîå óñèëåíèå îäíîìåðíîé òåîðåìû
Õèí÷èíà�Îñòðîâñêîãî, ìíîãîìåðíûé àíàëîã êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò îñíîâíîé ðåçóëü-
òàò íàñòîÿùåé ñòàòüè (òåîðåìà 1). Ýòà òåîðåìà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ èç [3] (òåîðåìà 2) è ïðèëàãàåòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó ïîëíîé õàðàêòåðèñòèêè
êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íåñêîëü-
êèõ êîìïëåêñíûõ ïåðåìåííûõ (òåîðåìà 3).

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü n ∈ N è Cn = {z = (z1, . . . zn) | zk ∈ C, 1 6 k 6 n}� îáû÷íîå n-ìåðíîå
êîìïëåêñíîå êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ñèìâîëîì G îáîçíà÷èì øàð Bn = {z ∈
Cn | |z1|2 + . . . + |zn|2 < 1} èëè ïîëèêðóã Un = {z ∈ Cn | |zk| < 1, 1 6 k 6 n} â
Cn, à ñèìâîëîì Γ� ãðàíèöó Øèëîâà�Áåðãìàíà îáëàñòè G; â ñëó÷àå G = Bn èìååì
Γ = Sn = {z ∈ Cn | |z1|2 + . . . + |zn|2 = 1}, è â ñëó÷àå G = Un èìååì Γ = T n = {z ∈
Cn | |zk| = 1, 1 6 k 6 n}. Íà Γ ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííàÿ èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ
ìåðà, îáîçíà÷àåìàÿ îáû÷íî σ(dζ), ζ ∈ Γ, ñîâïàäàþùàÿ ñ íîðìèðîâàííîé ïëîùàäüþ
íà ñôåðå Sn â ñëó÷àå Γ = Sn è ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå íîðìè-
ðîâàííûõ ìåð Ëåáåãà íà åäèíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ, îáðàçóþùèõ â äåêàðòîâîì ïðîèç-
âåäåíèè òîð T n, â ñëó÷àå Γ = T n. Ñèìâîë |z| äëÿ z ∈ Cn îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó

|z| =
√
|z1|2 + . . .+ |zn|2, åñëè G = Bn, è ïîëèêðóãîâóþ íîðìó |z| = max

16k6n
|zk|, åñëè

G = Un. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ζ ∈ Γ è α > 1 ìíîæåñòâà Dα(ζ) = {z ∈ Bn | |1− 〈z, ζ〉| <
α(1 − |z|)}, α > 1, ãäå 〈z, w〉 îáîçíà÷àåò îáû÷íîå ýðìèòîâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
â Cn, íàçûâàþò äîïóñòèìûìè îáëàñòÿìè ïî Êîðàíüè â Bn. Â ñëó÷àå ïîëèêðóãà Un

äëÿ ζ = (ζ1, . . . ζn) ∈ T n è α > 1 ïîä äîïóñòèìûìè îáëàñòÿìè ïîíèìàþò ìíîæåñòâà
Dα(ζ) = {z ∈ Dα(ζ1) × . . . × Dα(ζn) | 1/α < (1 − |zk|)/(1 − |zl|) < α, 1 6 k, l 6 n}.
Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êîãäà n = 1, èìååì G = Bn = Un = U = {z ∈ C | |z| < 1},

Γ = Sn = T n = T = {z ∈ C | |z| = 1}, σ(dζ) =
|dζ|
2π

, ζ ∈ T .
Ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè G è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

sup
06r<1

∫
Γ

ln+ |f(rζ)|σ(dζ) < +∞,
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â êîòîðîì ln+ a ïðè a > 0 îáîçíà÷àåò max(ln a, 0) è ln+ 0 = 0, íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé îãðàíè÷åííîãî âèäà â îáëàñòè G; ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé îãðàíè÷åííîãî âèäà
îáîçíà÷àåòñÿ N(G) è íàçûâàåòñÿ êëàññîì Îñòðîâñêîãî�Íåâàíëèííû â îáëàñòè G. Èç-
âåñòíî (ñì. [4] è [5]), ÷òî êàæäàÿ ôóíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åííîãî âèäà îáëàäàåò ïî÷òè
âî âñåõ òî÷êàõ ζ ∈ Γ êîíå÷íûìè ïðåäåëàìè f ∗(ζ), êîãäà z ñòðåìèòñÿ ê ζ, îñòàâàÿñü
â îáëàñòÿõ Dα(ζ), α > 1, êîòîðûå íàçûâàþò äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè
ôóíêöèè f â òî÷êàõ ζ ∈ Γ è êîòîðûå îïðåäåëÿþò íà Γ ãðàíè÷íóþ ôóíêöèþ f ∗.

Â ðàáîòå [3] áûëà óñòàíîâëåíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãîìåðíûì âà-
ðèàíòîì èçâåñòíîé òåîðåìû À.ß.Õèí÷èíà�À.Îñòðîâñêîãî.

Òåîðåìà A. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â îáëàñòè G
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

(1)

∫
Γ

ln+ |fk(rζ)|σ(dζ) 6 C < +∞, k ∈ N, 0 6 r < 1,

ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C > 0, è, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(
f ∗k
)
ãðàíè÷íûõ

ôóíêöèé äëÿ (fk) ñõîäèòñÿ ïî ìåðå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû
íà Γ.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå èç G ê
íåêîòîðîé ôóíêöèè f êëàññà N(G), ïðè÷åì ãðàíè÷íûå ôóíêöèè (f ∗k ) ñõîäÿòñÿ ïî
ìåðå íà ìíîæåñòâå E ê ãðàíè÷íîé ôóíêöèè f ∗ äëÿ ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f .

Ýòà òåîðåìà äîïóñêàåò ñëåäóþùåå äîïîëíåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü (fk)�ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé êëàññà N(G) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû A.

Òîãäà â (fk) ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì: äëÿ
ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî α > 1 â ìíîæåñòâå E íàéäåòñÿ (çàìêíóòîå) ïîäìíîæåñòâî Eε,α,
ìåðà êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ îò ìåðû E ìåíüøå, ÷åì íà ε, ÷òî (fks) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî
â îáëàñòè Gε,α, îáðàçîâàííîé îáúåäèíåíèåì äîïóñòèìûõ îáëàñòåé Dα(ζ) ïî âñåì ζ ∈
Eε,α.

Çàìå÷àíèå. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (n = 1) óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 óñòàíîâëåíî Ã.Ö.
Òóìàðêèíûì â [2].

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 èñïîëüçóåì äâå ëåììû; ïåðâàÿ ñîäåðæèòñÿ â [3], âòîðàÿ
ñëóæèò ìíîãîìåðíûì àíàëîãîì ñîîòâåòñòâóþùåé ëåììû èç [2].

Ëåììà 1 ([3]). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 1 è
äëÿ íàòóðàëüíîãî N > 1 îãðàíè÷åííàÿ ãîëîìîðôíàÿ â G ôóíêöèÿ FN

E (z) îáëàäàåò
ñâîéñòâàìè:

à) |(FN
E )∗(ζ)| = N ïî÷òè âñþäó íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè V ìíîæåñòâà E;

á) |(FN
E )∗(ζ)| = 1 ïî÷òè âñþäó íà äîïîëíåíèè V ê Γ; è

â) σ(V \ E) < 1/(3 lnN).

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîñòîÿííîé C èç óñëîâèÿ
(1), è òàêîå íàòóðàëüíîå K(N), ÷òî îöåíêà

(2)

∫
Γ

ln+

∣∣FN
E (rζ)[fk(rζ)− fl(rζ)]

∣∣σ(dζ) 6 C1

ñïðàâåäëèâà äëÿ âñåõ k, l > K(N) è âñåõ 0 6 r < 1.
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Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ 0 < q < 1 è α > 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ Aq,α, ÷òî
äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f â îáëàñòè G âûïîëíåíà îöåíêà

(3)

∫
Γ

lnq+Mαf(ζ)σ(dζ) 6 Aq,α

[
sup

06r<1

∫
Γ

ln+ |f(rζ)|σ(dζ)

]q
,

ãäå Mαf(ζ) îáîçíà÷àåò äîïóñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ äëÿ ôóíêöèè f â òî÷êå
ζ ∈ Γ, îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

(4) Mαf(ζ) = sup
z∈Dα(ζ)

|f(z)|, ζ ∈ Γ.

Â ñâîþ î÷åðåäü äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2 èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Åñëè îïåðàòîð T äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà êîíå÷íûõ ñ÷åòíîàääèòèâíûõ
ìåð íà íåêîòîðîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (X,B) â ïðîñòðàíñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà òîì æå ïðîñòðàíñòâå ñ íåêîòîðîé êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé
ñ÷åòíîàääèòèâíîé ìåðîé σ è T èìååò îöåíêó ñëàáîãî òèïà (1, 1), òî äëÿ ëþáîãî 0 <
q < 1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ Aq, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò 0 < q < 1, ïîëíîé
âàðèàöèè ìåðû σ è îò ïîñòîÿííîé èç ñëàáîé îöåíêè, ÷òî íåðàâåíñòâî

(5)

∫
X

[Tµ(x)]q σ(dx) 6 Aq‖µ‖q

ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñ÷åòíîàääèòèâíîé ìåðû µ, ãäå ‖µ‖ îáîçíà÷àåò ïîë-
íóþ âàðèàöèþ ìåðû µ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Îöåíêà ñëàáîãî òèïà (1, 1) îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå êî-
íå÷íîé ïîñòîÿííîé A > 0, ñ êîòîðîé íåðàâåíñòâî σ{Tµ(x) > t} 6 A‖µ‖/t, t > 0,
âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ñ÷åòíîàääèòèâíîé ìåðû µ íà X. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì,
÷òî äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé íà X ôóíêöèè f ñïðàâåäëèâî∫

X

|f(x)|σ(dx) =

∞∫
0

σ{|f(x)| > t} dt.

Òîãäà ∫
X

[Tµ(x)]q σ(dx) =

∞∫
0

σ{[Tµ(x)]q > t} dt =

∞∫
0

σ{Tµ(x) > t1/q} dt.

Ðàçîáüåì ïîñëåäíèé èíòåãðàë íà äâå ÷àñòè: îò 0 äî íåêîòîðîãî a > 0 è îò a äî +∞. Íà
ïåðâîì ó÷àñòêå èìååì òðèâèàëüíóþ îöåíêó aσX, à íà âòîðîì âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé
îïåðàòîðà T ñëàáîãî òèïà (1, 1):

∞∫
0

σ{Tµ(x) > t1/q} dt 6 aσX + A‖µ‖
∞∫
a

dt

t1/q
= aσX +

A‖µ‖a1−1/q

1/q − 1
,

ãäå èñïîëüçóåòñÿ 0 < q < 1, òàê ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ. Ïðèðàâíèâàÿ ïî-

ñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ äðóã äðóãó, ïîëó÷àåì a =
( A‖µ‖

(1/q − 1)σX

)q
, è, ñëåäîâàòåëüíî,

îöåíêà (5) èìååò ìåñòî ñ ïîñòîÿííîé Aq =
2Aq

(1/q − 1)qσq−1X
(íå ÿâëÿþùåéñÿ, ðàçóìå-

åòñÿ, íàèëó÷øåé âîçìîæíîé). �
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (3) áåñêîíå÷íà, óòâåðæäå-
íèå ëåììû î÷åâèäíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3) êîíå÷íà. Â
ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [4, òåîðåìà 5.6.4] è [6, òåîðåìà 3.3.5], ôóíêöèÿ ln+ |f(z)|
èìååò ñîîòâåòñòâåííî M -ãàðìîíè÷åñêóþ (äëÿ øàðà) èëè n-ãàðìîíè÷åñêóþ (äëÿ ïî-
ëèêðóãà) ìàæîðàíòó â îáëàñòè G, è íàèìåíüøàÿ òàêàÿ ìàæîðàíòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà

umin(z) =

∫
Γ

P (z, ζ)µ(dζ)

ïî íåêîòîðîé êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé áîðåëåâñêîé ìåðå µ íà Γ, ãäå P (z, ζ), z ∈ G,
ζ ∈ Γ�èíâàðèàíòíîå ÿäðî Ïóàññîíà â îáëàñòè G è ïîëíàÿ âàðèàöèÿ ìåðû µ ñîâïàäà-
åò ñ íàèìåíüøåé âåðõíåé ãðàíüþ â ïðàâîé ÷àñòè (3). Â ñëó÷àå ïîëèêðóãà óæå ñåé÷àñ
ê íåðàâåíñòâó ln+ |f(z)| 6 umin(z), z ∈ G, ìîæíî ïðèìåíèòü ìàêñèìàëüíûé îïåðà-
òîð (4) è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 4 èç [7], ÷òî çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Â
ñëó÷àå øàðà ïðèìåíèì â íåðàâåíñòâå ln+ |f(z)| 6 umin(z), z ∈ G, ê ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòÿì äîïóñòèìûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð (4) è îöåíèì äîïóñòèìóþ ìàêñèìàëüíóþ
ôóíêöèþ èíòåãðàëà Ïóàññîíà, êîòîðûì ïðåäñòàâëåíà ôóíêöèÿ umin, ÷åðåç ãðàíè÷-
íóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ ìåðû µ (ñì. [4, òåîðåìà 5.4.5]). Ïîëó÷èì

ln+Mαf(ζ) 6 KαMΓµ(ζ), ζ ∈ Γ,

ãäå MΓ îáîçíà÷àåò ãðàíè÷íûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàí-
ñòâå êîíå÷íûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà Sn, è Kα�êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëü-
êî îò α è n. Òàê êàê ãðàíè÷íûé ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð îáëàäàåò îöåíêîé ñëàáîãî
òèïà (1, 1) (ñì. [4, òåîðåìà 5.2.4]), òî âîçâîäÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ñòåïåíü q,
0 < q < 1, è èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå âûøå íåðàâåíñòâî (5), íàõîäèì∫

Γ

lnq+Mαf(ζ)σ(dζ) 6 Kq
α

∫
Γ

M q
Γµ(ζ)σ(dζ) 6 Kq

αAq‖µ‖q.

Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü ìåæäó ‖µ‖ è òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ â (3), ïîëó÷àåì îòñþäà èñêîìîå
íåðàâåíñòâî (3) ñ ïîñòîÿííîé Aq,α = Kq

αAq. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà N > 1 ðàññìîòðèì îãðàíè÷åííóþ
ãîëîìîðôíóþ ôóíêöèþ FN

E â îáëàñòèG, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ëåììû 1 (òàêàÿ
ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî [4, òåîðåìà 19.1.14] è [6, òåîðåìà 3.5.3]). Ïî ëåììå 1
ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ C1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîñòîÿííîé C èç óñëîâèÿ
(1) è íå çàâèñÿùàÿ îò N > 1, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2). Èç íåãî, êàê ñëåäóåò
èç ëåììû 2, âûòåêàåò

(6)

∫
Γ

lnq+Mα[FN
E (fk − fl)](ζ)σ(dζ) 6 Aq,αC

q
1 , k, l > K(N),

ãäå Aq,α�êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò N > 1, è Mα�äîïóñòèìûé ìàêñè-
ìàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì (4).

Òàê êàê |FN
E (z)| → N ïðè Dα(ζ) 3 z → ζ äëÿ ïî÷òè âñåõ ζ ∈ E, òî ïî òåîðåìå

Ä.Ô.Åãîðîâà ñóùåñòâóåò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî EN ⊂ E, ìåðà êîòîðîãî îòëè÷àåòñÿ
îò ìåðû E ìåíüøå, ÷åì íà 1/N , è íåêîòîðîå r0, 0 6 r0 < 1, ÷òî |FN

E (z)| > N/2, êîãäà
z ∈ Dα(ζ), |z| > r0, ζ ∈ EN . Èç îöåíêè (6) ïîýòîìó ñëåäóåò, ÷òî

(7)

∫
EN

lnq+
[N

2
M (r0)

α (fk − fl)(ζ)
]
σ(dζ) 6

6
∫
EN

lnq+Mα[FN
E (fk − fl)](ζ)σ(dζ) 6 Aq,αC

q
1 , k, l > K(N),
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ãäå ñèìâîëîì M
(r0)
α îáîçíà÷åí ¾óðåçàííûé¿ ìàêñèìàëüíûé îïåðàòîð

(M (r0)
α g)(ζ) = sup

z∈Dα(ζ)
|z|>r0

|g(z)|, ζ ∈ Γ, g ∈ CG.

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî íà ìíîæåñòâå |z| 6 r0 (òåî-
ðåìà 1 èç [3], ò. å., òåîðåìà A íàñòîÿùåé ñòàòüè), òî ñóùåñòâóåò íîìåð K1(N) ∈ N,
íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî äëÿ âñåõ k, l âûïîëíåíî N

2
|fk(z)− fl(z)| < 1 ïðè |z| 6 r0, îòêóäà

ln+

[N
2
M

(r0)
α (fk−fl)(ζ)

]
= ln+

[N
2
Mα(fk−fl)(ζ)

]
äëÿ âñåõ ζ ∈ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî, íåðà-

âåíñòâî (7) îñòàíåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå M
(r0)
α íà Mα, íà÷èíàÿ, âîçìîæíî, ñ

íåêîòîðîãî áîëüøåãî, ÷åì K(N), íîìåðà K2(N).

Èòàê, äëÿ ëþáîãî N > 1 ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð K2(N) ∈ N è òàêîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî EN ⊂ E, σ(E \ EN) < 1
N
, ÷òî∫

EN

lnq+
[N

2
Mα(fk − fl)(ζ)

]
σ(dζ) 6 Aq,αC

q
1 ≡ C2, k, l > K2(N),

ñ êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé C2, íå çàâèñÿùåé îò N . Ñòàíäàðòíûìè òåîðåòèêî-ôóíêöèî-
íàëüíûìè ðàññóæäåíèÿìè îòñþäà âûâîäèòñÿ ñóùåñòâîâàíèå èñêîìîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòüN ïðîáåãàåò ïîñëåäîâàòåëüíûå äâîéíûå ñòåïåíè äâîéêèNs =
22s, s = 1, 2, . . .. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó âûøå, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüK2(Ns)∈
N, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü âîçðàñòàþùåé, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàìêíóòûõ ìíî-

æåñòâ ENs ⊂ E, σ(E \ ENs) < 1
Ns

, äëÿ êîòîðûõ

(8)

∫
ENs

lnq+
[Ns

2
Mα(fk − fl)(ζ)

]
σ(dζ) 6 C2, k, l > K2(Ns).

Îáîçíà÷èì K2(Ns) = ks è äîêàæåì, ÷òî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks)�èñêîìàÿ.

Òàê êàê σ(E \
∞⋂
s=s0

ENs) 6
∞∑
s=s0

σ(E \ ENs) <
∞∑
s=s0

1
22s è ðÿä

∞∑
s=1

1
22s ñõîäèòñÿ, òî

ñóùåñòâóåò íîìåð s0, äëÿ êîòîðîãî ìåðà ìíîæåñòâà Es0 =
⋂
s>s0

ENs îòëè÷àåòñÿ îò

ìåðû âñåãî ìíîæåñòâà E ìåíüøå, ÷åì íà ε/2. Äàëåå, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà
è îöåíêå (8), èìååì

σ
{Ns

2
Mα(fks+1 − fks) >

√
Ns

}
6

C2

lnq+
√
Ns

èëè

σ
{
Mα(fks+1 − fks) >

2

22s−1

}
6

2qC2

lnq2 2qs
ïðè s ∈ N, s > s0,(9)

ãäå ôèãóðíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê ìíîæåñòâà Es0 , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíî íàïèñàííîå â ñêîáêàõ íåðàâåíñòâî. Êðîìå òîãî, â ñèëó íåðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêà ñïðàâåäëèâî òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîå âêëþ÷åíèå{

Mα(fkt − fks) >
t−1∑
l=s

2

22l−1

}
⊆

t−1⋃
l=s

{
Mα(fkl+1

− fkl) >
2

22l−1

}
ïðè t > s, îòêóäà ñëåäóåò⋃

t>s

{
Mα(fkt − fks) >

t−1∑
l=s

2

22l−1

}
⊆
∞⋃
l=s

{
Mα(fkl+1

− fkl) >
2

22l−1

}
.(10)
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Íà îñíîâàíèè (9) è (10), äëÿ ëþáîãî ν0 ∈ N, ν0 > s0, ïîëó÷àåì

σ
⋃
s>ν0

⋃
t>s

{
Mα(fkt − fks) >

t−1∑
l=s

2

22l−1

}
6

∞∑
s=ν0

∞∑
l=s

σ
{
Mα(fkl+1

− fkl) >
2

22l−1

}
6

∞∑
s=ν0

∞∑
l=s

2qC2

lnq2 2ql
=

2qC2

lnq 2

∞∑
l=ν0

l − ν0 + 1

2ql
6

2qC2

lnq 2

∞∑
l=ν0

l

2ql
.(11)

Â ñèëó ñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
l=1

l
2ql

ìîæíî íàéòè íîìåð ν0 ∈ N, ν0 > s0, äëÿ êîòîðîãî

ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (11) ìåíüøå
ε
2
. Îáîçíà÷àÿ äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâó â ëåâîé ÷àñòè

(11) ÷åðåç Fν0 , âèäèì, ÷òî ìåðà ìíîæåñòâà Eε,α = Fν0 îòëè÷àåòñÿ îò ìåðû ìíîæåñòâà

E ìåíüøå, ÷åì íà
ε
2

+
ε
2

= ε, ïðè÷åì ìíîæåñòâà Es0 è Fν0 , çàìêíóòû, êàê ïåðåñå÷åíèÿ

çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ è â ñèëó ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñíèçó ôóíêöèéMα(fkt−fks), t, s ∈
N. Ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå Eε,α âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà ñâîéñòâà: 1) âñå òî÷êè
Eε,α ëåæàò â ENs ïðè âñåõ s > s0 (òàê ÷òî âûïîëíåíû âñå íåðàâåíñòâà (9)); è 2)
äëÿ âñåõ òî÷åê Eε,α è ëþáûõ t > s > ν0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Mα(fkt − fks) 6
t−1∑
l=s

2
22l−1 . Âûáèðàÿ äëÿ ëþáîãî δ > 0 òàêîå ν1 = ν1(δ) ∈ N, ν1 > ν0, ÷òî

t−1∑
l=s

2
22l−1 <

δ ïðè t > s > ν1, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâûå äëÿ âñåõ ζ ∈ Eε,α è âñåõ t > s > ν1

íåðàâåíñòâà Mα(fkt − fks) < δ, êîòîðûå îçíà÷àþò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà Eε,α
ôóíêöèé Mα(fkt − fks) ê íóëþ ïðè t, s→∞.

Ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå ãîäèòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè
íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè â îáëàñòÿõ âèäà

⋃
ζ∈Eε,α

Dα(ζ) ñ ôèêñèðîâàííûì α >

1 è ìíîæåñòâàìè Eε,α, σ(E\Eε,α) < ε, äëÿ ëþáîãî ε > 0; íî íåòðóäíî âèäåòü, ïðèìåíÿÿ
äèàãîíàëüíûé ïðîöåññ Êàíòîðà, ÷òî òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âûáðàòü
îäíó è òó æå îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ α > 1. �

3. Êîëè÷åñòâåííîå óòî÷íåíèå òåîðåìû 1

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ 0 < q < 1 è
α > 1 ∫

E

lnq
(
1 +Mα(fk − fl)(ζ)

)
σ(dζ)→ 0 ïðè k, l→∞.

Çàìå÷àíèå. Â ñëó÷àå q = 1 ñõîäèìîñòü ìîæåò óæå íå èìåòü ìåñòà, äàæå åñëè äîïóñòè-
ìóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþMα(fk−fl)(ζ) çàìåíèòü ìîäóëåì ðàçíîñòè äîïóñòèìûõ
ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé |f ∗k (ζ)− f ∗l (ζ)|, ζ ∈ Γ. Äëÿ ïðèìåðà ñëåäóåò âçÿòü ëþáóþ ôóíê-
öèþ f èç êëàññà Îñòðîâñêîãî�Íåâàíëèííû N(G), íå âõîäÿùóþ â êëàññ Ñìèðíîâà
N∗(G) (ñì. [4, ãë. 19] è [6]), è ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fk(z) = f(rkz), z ∈ G,
ñ êàêîé-íèáóäü ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ê åäèíèöå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ (rk).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks), òàêèå q, 0 < q < 1, α > 1 è ÷èñëî δ > 0, ÷òî∫

E

lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)(ζ)

)
σ(dζ) > δ, t 6= s.
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Ïî òåîðåìå 1 èç (fks) ìîæíî âûäåëèòü åùå îäíó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì òàê æå, ÷òî Mα(fkt − fks) → 0 ïðè t, s → ∞ ïî÷òè âñþäó íà E. Êðîìå
òîãî, èç óñëîâèÿ òåîðåìû è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

(12)

∫
Γ

lnq
′

+ Mαfks(ζ)σ(dζ) 6 Aq′,αC
q′ , s ∈ N,

äëÿ ëþáîãî q′, 0 < q′ < 1, è êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé Aq′,α > 0, çàâèñÿùåé òîëüêî îò q′

è α (à òàêæå îò n). Âûáåðåì q′ òàê, ÷òîáû q < q′ < 1. Òîãäà èç îöåíîê (12) ñëåäóåò,
÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {lnq+Mαfks}s∈N èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
èíòåãðàëû íà Γ, à âìåñòå ñ íèì è ñåìåéñòâî {lnq

(
1 + Mα(fkt − fks)

)
}t,s∈N, ïîñêîëüêó

lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)

)
6 22q(2 lnq 2 + lnq+Mαfkt + lnq+Mαfks), t, s ∈ N. Ñîãëàñíî îáùåé

ïðåäåëüíîé òåîðåìå îòñþäà ñëåäóåò∫
E

lnq
(
1 +Mα(fkt − fks)(ζ)

)
σ(dζ)→ 0 ïðè t, s→∞,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fks). �

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fk) ñõîäèòñÿ ê ôóíê-
öèè f â îáëàñòè G, òî∫

E

lnq(1 +Mα(fk − f)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè k →∞

äëÿ ëþáûõ 0 < q < 1 è α > 1.

Ïîëó÷åííîìó ñëåäñòâèþ ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùèé ìåòðè÷åñêèé ñìûñë. Äëÿ ëþ-
áîãî ìíîæåñòâà E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû íà Γ è ëþáûõ 0 < q < 1, α > 1 âûðàæåíèÿ

ρq,α,E(f, g) =

∫
E

lnq(1 +Mα(f − g)(ζ))σ(dζ), f, g ∈ N(G),

çàäàþò ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå N(G). Äîêàçàííîå ñëåäñòâèå ïîýòîìó îçíà÷àåò ñõî-
äèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè f ïî ìåòðèêàì ρq,α,E äëÿ
êàæäûõ 0 < q < 1, α > 1.

Çàìå÷àíèå. Òåîðåìà 2 ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è óòî÷íåíèåì, è óñèëåíèåì ìíîãîìåð-
íûõ òåîðåì 1 è 2 èç [3] è òåîðåìû 1 íàñòîÿùåé ñòàòüè. Îíà ÿâëÿåòñÿ íîâîé è â
îäíîìåðíîì ñëó÷àå n = 1.

4. Õàðàêòåðèñòèêà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà M(G)

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèëîæåíèÿ îñíîâíîé òåîðåìû 1 ïîëó÷èì êðèòåðèé êîìïàêò-
íîñòè ìíîæåñòâ â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â G. Äëÿ ýòîãî
ïîíàäîáÿòñÿ òàêèå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

Ñêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f , ãîëîìîðôíàÿ â G, ïðèíàäëåæèò êëàññó M q(G), q > 0,
åñëè ∫

Γ

lnq+ Mf(ζ)σ(dζ) < +∞,

ãäå (Mf)(ζ) = sup
06r<1

|f(rζ)|, ζ ∈ Γ�ðàäèàëüíàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ôóíê-

öèè f . Ïîëàãàÿ q = 1, ïîëó÷àåì ìíîãîìåðíûé êëàññ M1(G) ≡ M(G), ââåäåííûé è
èçó÷åííûé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå Õ.Î.Êèìîì â [8]. Íåêîòîðûå ïðîáëåìû ãðàíè÷íîãî
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ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé êëàññîâ M q(Bn) ðàññìàòðèâàëèñü â [9] è [10], à ôóíêöèîíàëüíûå
ñâîéñòâà� â [11]. Åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà â êëàññå M(G) èìååò âèä

ρ(f, g) =

∫
Γ

ln(1 +M(f − g)(ζ))σ(dζ), f, g ∈M(G),

è ìîæíî äîêàçàòü (ñëó÷àé øàðà ñì. â [11]), ÷òî M(G) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé F -àëãåáðó
îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè; äðóãèìè ñëîâàìè, ìåòðèêà ρ èíâàðèàíòíà, ïîëíà è îïå-
ðàöèÿ óìíîæåíèÿ íåïðåðûâíà â ìåòðèêå ρ.

Òàê êàê |f(rζ)| 6 Mf(ζ), 0 6 r < 1, ζ ∈ Γ, òî M(G) ñîäåðæèòñÿ â N(G), ïî-
ýòîìó êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ M(G) îáëàäàåò êîíå÷íûìè äîïóñòèìûìè ãðàíè÷íûìè
ïðåäåëàìè f ∗(ζ) ïî÷òè âñþäó íà Γ. Ñëåäóþùàÿ íèæå òåîðåìà äàåò íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îòíîñèòåëüíîé êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà â M(G) â òåðìèíàõ
äîïóñòèìûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé f ∗(ζ), ζ ∈ Γ.

Òåîðåìà 3. Ìíîæåñòâî L âïîëíå îãðàíè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå M(G) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {ln+ Mf(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ; è

2) ñåìåéñòâî ôóíêöèé {f ∗(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî íà Γ â òîïîëî-
ãèè ñõîäèìîñòè ïî ìåðå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. 1) Òàê êàê èç ïîëíîé îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà
â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ âñÿêàÿ F -àëãåáðà) ñëå-
äóåò åãî îãðàíè÷åííîñòü (â ëèíåéíî-òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå), òî äëÿ ëþáîãî ε > 0

ñóùåñòâóåò òàêîå α0 > 0, ÷òî èç f ∈ L è |α| 6 α0, α ∈ C, âûòåêàåò ρ(αf, 0) <
ε
2
.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ln(1 + xy) 6 ln(1 + x) + ln(1 + y), x, y > 0, ïîëó÷èì îòñþäà
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ Γ∫

E

ln(1 +Mf(ζ))σ(dζ) 6
∫
E

ln
(

1 +
1

α0

)
σ(dζ) +

∫
E

ln(1 + α0Mf(ζ))σ(dζ) 6

6 ln
(

1 +
1

α0

)
σE + ρ(α0f, 0) < σE ln

(
1 +

1

α0

)
+
ε

2
ïðè f ∈ L.

Âûáèðàÿ δ > 0 òàê, ÷òîáû δ ln
(
1 +

1
α0

)
=
ε
2
, ïðè σE < δ íàõîäèì∫

E

ln(1 +Mf(ζ))σ(dζ) <
ε

2
+
ε

2
= ε, f ∈ L,

÷òî è îçíà÷àåò ðàâíîñòåïåííóþ àáñîëþòíóþ íåïðåðûâíîñòü èíòåãðàëîâ ñåìåéñòâà
ôóíêöèé {ln(1 +Mf(ζ)), ζ ∈ Γ}f∈L, à çíà÷èò, è ñåìåéñòâà {ln+Mf(ζ), ζ ∈ Γ}f∈L, òàê
êàê ln+Mf(ζ) 6 ln(1 +Mf(ζ)), ζ ∈ Γ.

2) Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà â ïîëíîì ìåò-
ðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíà îòíîñèòåëüíîé ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè,
ò. å. òîìó, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî âû-
äåëèòü ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü (f ∗k (ζ))�ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåìåéñòâà ôóíêöèé {f ∗(ζ), ζ ∈
Γ}f∈L. Òàê êàê ìíîæåñòâî L îòíîñèòåëüíî êîìïàêòíî â M(G), òî ñóùåñòâóåò ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (fks) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fk) ⊆ L, ñõîäÿùàÿñÿ ê íåêîòîðîé ôóíê-
öèè f ∈M(G). Òàê êàê |f ∗ks(ζ)− f ∗(ζ)| 6M(fks − f)(ζ) ïî÷òè âñþäó íà Γ, òî
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Γ

ln(1 + |f ∗ks(ζ)− f ∗(ζ)|)σ(dζ) 6
∫
Γ

ln(1 +M(fks − f)(ζ))σ(dζ) =

= ρ(fks , f)→ 0 ïðè s→∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (f ∗ks(ζ)) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (f ∗k (ζ)) ñõîäèòñÿ
íà Γ ê f ∗(ζ) â ñðåäíåì ëîãàðèôìè÷åñêîì, à çíà÷èò, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó ×åáûøåâà,
è ïî ìåðå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîêàæåì, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé L ìîæíî
âûäåëèòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî è áóäåò îçíà÷àòü ïîëíóþ
îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà L.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü (fk) ⊆ L. Òîãäà, ñîãëàñíî óñëîâèþ 2), èç (fk(ζ) ìîæíî âû-
äåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks(ζ)), ñõîäÿùóþñÿ ïî ìåðå. Èç óñëîâèÿ 1) ñëåäóåò,
÷òî ìíîæåñòâî L èìååò ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè, òî-åñòü

(13)

∫
Γ

ln+ |f(rζ)|σ(dζ) 6 C < +∞, f ∈ L, 0 6 r < 1.

(Â ñàìîì äåëå, âûáåðåì, ñîãëàñíî 1), äëÿ ε = 1 òàêîå δ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî èçìåðè-
ìîãî ìíîæåñòâà E ⊆ Γ ñ ìåðîé σE < δ âûïîëíåíî∫

E

ln+Mf(ζ)σ(dζ) < ε = 1, f ∈ L.

Ðàçáèâàÿ Γ íà N ðàâíûõ ïî ìåðå ÷àñòåé E1, . . . EN , òàê ÷òî σEl =
1
N
< δ, èìååì∫

Γ

ln+Mf(ζ)σ(dζ) =
N∑
l=1

∫
El

ln+Mf(ζ)σ(dζ) < N, f ∈ L.

Òàê êàê |f(rζ)| 6Mf(ζ), 0 6 r < 1, òî îòñþäà è ñëåäóåò (13) ñ ïîñòîÿííîé C = N .)

Ïîýòîìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fks) âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1, òàê ÷òî
äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (fks), êîòîðóþ îáîçíà÷èì
òàê æå, M(fks − fkt) → 0 ïðè t, s → ∞ ïî÷òè âñþäó íà Γ. Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî
íåðàâåíñòâó ln(1 +M(fkt − fks)) 6 2 ln 2 + ln+Mfkt + ln+ Mfks è óñëîâèþ 1), äâîéíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ln(1 + M(fkt − fks)), t, s ∈ N, èìååò ðàâíîñòåïåííî àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûå èíòåãðàëû íà Γ. Ïî îáùåé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

ρ(fkt , fks) =

∫
Γ

ln(1 +M(fkt − fks)(ζ))σ(dζ)→ 0 ïðè t, s→∞,

òî-åñòü, ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (fks) ôóíäàìåíòàëüíà ïî ìåòðèêå ρ. �

Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè àíîíñèðîâàíà â [12] è
âêëþ÷åíà â âûõîäÿùóþ èç ïå÷àòè ìîíîãðàôèþ [13].
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