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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíîì Ôóðüå ýêñ-
ïîíåíòû îò ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ ðàñòóùèìè êîýôôèöèåíòàìè îò äðîáíîé äîëè âå-
ùåñòâåííîãî ÷èñëà ñ ðàâíîìåðíîé îöåíêîé îñòàòêà.

Çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïîíåíòû îò äðîáíîé äîëè âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà â
âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ îñòàòêîì áûëà âïåðâûå ðàññìîòðåíà Äåçóéå
[1] ïðè îöåíêå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì îò íåöåëîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.
Âàæíîå çíà÷åíèå äëÿ ïðèëîæåíèé èìååò ïðàâèëüíàÿ îöåíêà ïîðÿäêà îñòàòî÷íîãî
÷ëåíà. Ñóùåñòâåííîå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòà ðàáîòû [1] áûëî ïîëó÷åíî Ê. Áóðèåâûì
[2] è Î.Â. Ïîïîâûì [3]. Îíè äîêàçàëè, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f(x) = e2πiα{x} =
∑
|n|6N

An(α)e
2πiαx +RN(x).

ïðè óñëîâèè, ÷òî |α| 6 1
2
è |RN | � 1√

1+N2 sin2 πx
, An � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå

ôóíêöèè f(x).

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ òåîðèè ÷èñåë òðåáóåòñÿ ïîëó÷åíèå ïîäîáíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
ïðè áîëåå øèðîêîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α âïëîòü äî çíà÷åíèÿ |α| � N .
Ýòà çàäà÷à ñóùåñòâåííî ñëîæíåå ïðåäûäóùåé, òàê êàê î÷åâèäíî, ÷òî ïðè α = N òðå-
áóåìàÿ îöåíêà îñòàòêà óæå íå èìååò ìåñòà. Îäíàêî, çäåñü ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó

Òåîðåìà. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = e2πiα{x} ïðè âåùåñòâåííîì α ñ óñëîâèåì |α| < N/2
èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â ðÿä Ôóðüå ñ ðàâíîìåðíîé ïî ïàðàìåòðó α
îöåíêîé îñòàòêà

f(x) =
∑
|n|≤N

An(α)e
2πinx +RN(x).

Îñòàòîê RN(x) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. |RN(x)| 6 δ(x) ïðè

δ =
50√

1 + 160N2 sin2 πx
.

2010 Mathematics Subject Classi�cation. 11L03.
Êëþ÷åâûå ñëîâà. Ýêñïîíåíòà äðîáíîé äîëè, ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà îñòàòêà, ðÿä Ôóðüå, òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèå ñóììû îò íåöåëîé ñòåïåíè íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà.
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Êîýôôèöèåíòû An(α) èìåþò âèä:

An(α) =

{
eπiα sinπα

π(α−n) , åñëè α 6= n;

1, åñëè α = n.

Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå am(N) ôóíêöèè δ(x) âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |am(N)| =

|a−m(N)| ≤ lnNe4

πN
e−

m
N , ïðè m ≥ 0, N > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêè íà êîýôôèöèåíòû am(N) ïðèâîäÿòñÿ â [4] ñòð. 601. Ïî-
ýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îñòàëîñü âû÷èñëèòü âèä êîýôôèöèåíòîâ An(α) è
îöåíèòü îñòàòîê RN(x).

Ïî ôîðìóëàì äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðÿäà Ôóðüå èìååì

Am(α) =

1∫
0

f(x)e−2πimxdx =

1∫
0

e2πi(α{x}−mx)dx =

1∫
0

e2πix(α−m)dx,

òàê êàê ïðè x ∈ [0; 1) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî {x} = x.

Äàëåå, ïðè α = m èìååì Am(α) = 1. Åñëè æå α 6= m, òî

Am(α) =

1∫
0

e2πix(α−m)dx =
e2πix(α−m)

2πi(α−m)

∣∣∣∣1
0

=
1

2πi(α−m)
·
(
e2πi(α−m) − 1

)
=

= eπi(α−m) · sin π(α−m)

π(α−m)
= eπiα · (−1)m · sin π(α−m)

π(α−m)
.

Äàëåå, òàê êàê sin π(α−m) = (−1)m sin πα, òî Am(α) = eπiα sinπα
π(α−m)

. Çàìåòèì, ÷òî

Am(α) ìîæíî òàêæå çàïèñàòü â âèäå:

Am(α) =

{
eπi(α−m) sinπ(α−m)

π(α−m)
, åñëè α 6= m;

1, åñëè α = m.

Çàéìåìñÿ îöåíêîé îñòàòêà RN(x). Ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ðàâåíñòâàì èìååò ìåñòî
ôîðìóëà

S(x, α) =
∑
|n|6N

An(x)e
2πinx =

∑
|n|6N

 1∫
0

e2πiy(α−n)dy

 e2πinx =

=

1∫
0

e2πiαyTn(x− y)dy,

ãäå

Tn(x− y) =
∑
|n|6N

e2πin(x−y) =
sin (π(x− y)(2N + 1))

sin π(x− y)
.

Îöåíèì ðàçíîñòü

|RN(x)| =

∣∣∣∣∣∣e2πiαx −
∑
|n|6N

An(α)e
2πinx

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣e2πiαx −

1∫
0

e2πiαy · sin (π(x− y)(2N + 1))

sin π(x− y)

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣1−
1∫

0

e2πiα(y−x)
sin (π(x− y)(2N + 1))

sin π(x− y)
dy

∣∣∣∣∣∣ .
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Ðàññìîòðèì èíòåãðàë
1∫
0

e2πiα(y−x) sin (π(x−y)(2N+1))
sinπ(x−y) dy è ïóñòü t = y − x, òîãäà ïîëó÷èì

A =

1−x∫
−x

e2πiαt
sinπ(2N + 1)t

sin πt
dt.

Äàëåå èìååì

|RN(x)| =

∣∣∣∣∣∣1−
1−x∫
−x

e2πiαt
sin π(2N + 1)t

sin πt
dt

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1−x∫
−x

(
1− e2πiαt

) sin π(2N + 1)t

sin πt
dt

∣∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣
1−x∫
−x

eπiαt2i
sin παt

sin πt
sin π(2N + 1)tdt

∣∣∣∣∣∣ = |I|.
Ïåðåïèøåì èíòåãðàë I â ñëåäóþùåì âèäå

I =

1−x∫
−x

eπiαt
sinπαt

sin πt

(
eiπ(2N+1)t − e−iπ(2N+1)t

)
dt =

1−x∫
−x

sin παt

sinπt
eiπt(2N+α+1)dt−

−
1−x∫
−x

sin παt

sinπt
e−iπt(2N−α+1)dt = I1 − I2.

Èíòåãðàëû I1 è I2 îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâî, ïîýòîìó îöåíèì I1. Òàê êàê ïîäèíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ àíàëèòè÷íà íà îòðåçêå [−x, 1− x], òî èíòåãðèðîâàíèå ïî îòðåçêó
ìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî êîíòóðó E1, E2, E3, ãäå E1 = [(−x, 0); (−x, iH)], E2 =
[(−x, iH); (1− x, iH)], E3 = [(1− x, iH); (1− x, 0)], ãäå H - ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëü-
íîå ÷èñëî. Ñíà÷àëà îöåíèì èíòåãðàë J2 ïî îòðåçêó E2. Ðàññìîòðèì ïîäèíòåãðàëü-
íóþ ôóíêöèþ F1(z) = sinπαz

sinπz
eiπz(2N+α+1), ãäå z = iH + t. Òàê êàê |eiπz(2N+α+1)| =

e−π(2N+α+1)H 6 e−πH(2N−|α|+1), è∣∣∣∣sin παzsin πz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣eiπα(iH+t) − e−iπα(iH+t)

eiπ(iH+t) − e−iπ(iH+t)

∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣ |e−παH |+ |eπαH ||eπH |+ |e−πH |

∣∣∣∣ 6 eπ|α|H , åñëè òîëüêî H äîñòàòî÷íî âåëèêî,

òî ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ F1(z) îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

|F1(z)| 6 e−πH(2N+1−2|α|).

Ñëåäîâàòåëüíî, F1(z)→ 0 ïðè H → +∞. Çíà÷èò, J2 → 0. Ïðè îöåíêå èíòåãðàëîâ J1
è J3 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H → +∞. Òîãäà ïîëó÷èì

J1 =

−x+i∞∫
−x

sin παz

sinπz
eiπz(2N+α+1)dz =

−x+i∞∫
−x

sin πα(−x+ it)

sin πz
eiπ(−x+it)(2N+α+1)dz =

= i

+∞∫
0

e−iπαx−παt − eiπαx+παt

sinπ(−x+ it)
e−π(2N+α+1)(ix+t)dt =

= i

+∞∫
0

e−iπαx−παt−iπx(2N+α+1)−πt(2N+α+1) − eiπαx+παt−iπx(2N+α+1)−πt(2N+α+1)

sin π(−x+ it)
dt =
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= i

+∞∫
0

B

A
dt.

Îöåíèì âåëè÷èíû A è B. |A| = eiπz − e−iπz = 2| sin πz| > 2| sin πx|, òàê êàê |A|2 =

4| sin πz|2 = (eiπz − e−iπz)
(
eiπz − e−iπz

)
= e−2πt+ e2πt− 2 cos 2πx. Âåëè÷èíà e−2πt+ e2πt

ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå 2 ïðè t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 4| sinπz|2 >
2− 2 cos 2πx = 4 sin2 πx. Îöåíèì âåëè÷èíó Â.

B = e−iπx(2N+2α+1)−πt(2N+2α+1) − e−iπx(2N+1)−πt(2N+1) = B1 −B2.

|B| 6 |B1|+ |B2| 6 e−πt(N+1) + e−πt(2N+1) 6 2e−πt(N+1).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

J1| 6
+∞∫
0

2e−πt(N+1)

| sin πx|
dt =

2

π(N + 1)| sin πx|
.

Òàêàÿ æå îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ J3, ñëåäîâàòåëüíî, |I1| 6 4
π(N+1)| sinπx| . I2 îöåíèâà-

åòñÿ àíàëîãè÷íî òîëüêî ïî ñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ êîíòóðó. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷èëè îöåíêó äëÿ I. |I| 6 8

π(N+1)| sinπx| . Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà äîñòàòî÷íî

õîðîøàÿ ïðè x, îòäåëåííîì îò 0. Åñëè x áëèçêî ê 1 èëè 0, òî ïîêàæåì, ÷òî èíòåãðàë I
ìîæíî îöåíèòü åäèíèöåé. Ðàçîáüåì îòðåçîê èíòåãðèðîâàíèÿ íà ÷àñòè T1 è T2, òàêèì
îáðàçîì, ÷òî

T1 =

[
4

N+1
6 |x| 6 1

2
;

4
N+1
6 |1− x| 6 1

2
,

à

T2 =

[
0 6 |x| 6 4

N+1
;

0 6 |1− x| 6 4
N+1

.

Íà ó÷àñòêå T1 òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç òîãî, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå
íåðàâåíñòâî | sinx| > 2|x|

π
äëÿ âñåõ x òàêèõ, ÷òî 0 < |x| < π/2. Èñõîäÿ èç ýòîãî

íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì, ÷òî 8
π(N+1)| sinπx| <

4
|x|(N+1)

6 1. Ðàññìîòðèì èíòåãðàë I íà

ó÷àñòêå T2. Îáà ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííûå â T2, îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâî. Ðàññìîòðèì
ñëó÷àé 0 6 |x| 6 4

N+1
è ïóñòü 4

N+1
= a. Èíòåãðàë, êîòîðûé íàäî îöåíèòü èìååò âèä

I0 = 2

1−x∫
−x

eπiαt sin παt
sin π(2N + 1)t

sin πt
dt = 2

1−x∫
−x

G(t)dt =

= 2

 a∫
−x

G(t)dt+

1−a∫
a

G(t)dt+

1−x∫
1−a

G(t)dt

 = D1 +D2 +D3.

Îöåíèì ïîäèíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ â èíòåãðàëàõ D1 è D3. Òàê êàê íåðàâåíñòâî∣∣∣ sinπ(2N+1)t
sinπt

∣∣∣ < 2N + 1 äëÿ ëþáîãî t [1], à |eπiαt| = 1 = | sin παt|, òî ñ ó÷åòîì êîýô-

ôèöèåíòà âêëàä ñëàãàåìûõ D1 è D3 â îöåíêó I0 ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì
D1+D3 < 4a(2N+2) = 16

N+1
(2N+2) < 32. Îñòàëîñü îöåíèòü âêëàä â I0 èíòåãðàëà D2.

Íà äàííîì ó÷àñòêå èíòåãðèðîâàíèÿ ôóíêöèÿ 1
sinπt

èìååò äâà ó÷àñòêà ìîíîòîííîñòè
(a, 1/2) è (1/2, 1 − a). Âêëàä êàæäîãî ïðîìåæóòêà ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèíàêîâî, ïî-
ýòîìó ðàññìîòðèì îäèí ïðîìåæóòîê, íàïðèìåð, (a, 1/2). Íà íåì äëÿ ôóíêöèè G(t) =
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f(t)g(t) ïðèìåíèì âòîðóþ òåîðåìó î ñðåäíåì, ãäå f(t) = eπiαt sin παt sin π(2N + 1)t, à
g(t) = 1

sinπt
. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

D2 = 2

1/2∫
a

f(t)g(t)dt = 2
1

sin πa

ξ∫
a

eπiαt sin παt sin π(2N + 1)tdt = 2
1

sin πa

ξ∫
a

eπiαtCdt,

ãäå C = sinπαt sin π(2N + 1)t.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

C =
1

2
(cosπt(α− 2N − 1)− cos πt(α + 2N + 1)) ,

òî

Ceπiαt =
1

4

(
eπit(2α−2N−1) + eπit(2N+1) + eπit(2α+2N+1) + e−πit(2N+1)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|
ξ∫

a

eπiαtCdt| 6 1

4
|

ξ∫
a

eπit(2α−2N−1) +

ξ∫
a

eπit(2N+1) +

ξ∫
a

eπit(2α+2N+1) +

ξ∫
a

e−πit(2N+1),

ïîñëåäíèå èíòåãðàëû îöåíèâàþòñÿ îäèíàêîâî, ïîýòîìó îöåíèì òîëüêî îäèí.∣∣∣∣∣∣
ξ∫

a

eπit(2α−2N−1)dt

∣∣∣∣∣∣ 6 2

π|2α− 2N − 1|
6

2

π(2N − 2|α|+ 1)
6

2

π(N + 1)
.

Òàêèì îáðàçîì, ∣∣∣∣∣∣
1/2∫
a

G(t)dt

∣∣∣∣∣∣ 6 2

| sin πa|π(N + 1)
.

Ïîñêîëüêó,
1−a∫
1/2

G(t)dt îöåíèâàåòñÿ òî÷íî òàêæå, òî â èòîãå ñ ó÷åòîì êîýôôèöèåíòà

ïîëó÷àåì, ÷òî

|D2| 6
8

| sin πa|π(N + 1)
<

1

π
.

Çäåñü ìû ñíîâà âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì sinx > 2x
π
ïðè x ∈ (0, 1

2
). Íàêîíåö,

ïîëó÷èëè èñêîìóþ îöåíêó äëÿ |I0|.

|I0| < 32 +
1

π
< 33.

Òàêèì îáðàçîì èìååò ìåñòî îöåíêà

|RN(x)| 6 min

(
33;

8

| sin πx|π(N + 1)

)
.

Äàëåå, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì min (1/x, 1/y) 6
√
2√

x2+y2
ïðè 1/x = 33 è 1/y =

8
| sinπx|π(N+1)

ïîëó÷èì, ÷òî
√
2√

x2 + y2
6

50√
1 + 160N2 sin2 πx

.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

|RN | �
50√

1 + 160N2 sin2 πx
. �
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